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Jazyky Petriho siti

il



1. Zakladni pojmy

Formalné Ize pojem jazyka Petriho sité zavést s vyuzitim zobecnéné prechodové funkce
Petriho sité:

[] Definice 1 : Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit a [My) jeji mnozina
dosazitelnych znaceni. Pfechodovou funkci Petriho sité N nazveme funkci 4:

d: [Mp) x T — [Mpy), pro kterou
Vt € T: VM, M € [Mo): §(M,t) = M &L pmym

Pfechodova funkce § mize byt zobecnéna na posloupnosti prechodu:

§: [Mo) x T™ — [Mo)

takto:

S(M,tt)=6(0(M,t), 1), reT* teT
0(M,e) = M, kde ¢ je prazdny fetézec
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Posloupnost (fetézec) 7 € T+ nazveme vypocetni posloupnosti sité N, je-li definovana
hodnota § (Mo, 7).

Mnozina vSech vypocetnich posloupnosti Petriho site IV je zakladem pro definici
jazyka Petriho site.

] Priklad 1:

N: L(N):{s,a,b}
(] ()
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Definice jazyku Petriho siti

Vedle mnoziny pfechodl 7' zavedeme abecedu Petriho sité > a zobrazeni

A: T — X U {e}, které kazdému prechodu sité priradi symbol abecedy X nebo prazdny
symbol . Zobrazeni A budeme nazyvat ohodnocenim prechodi (labeling) a pfisluSnou
Petriho sit ohodnocenou Petriho siti.

Podle tvaru zobrazeni X rozliSujeme 3 typy ohodnocenych Petriho siti:
1. NejomezenéjSi typ je dan injektivnim ohodnocenim \: T" — X:
Vi,t' €eT: At)=\{t) = t=1
Tyto sité jsou oznacCované jako free-labeled Petri nets.
2. Druhy typ nepripousti ohodnoceni prazdnym symbolem e¢:
AT — X
3. Treti typ pfipousti libovolné ohodnoceni:
AT — X UA{e}
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Pocatecni stav a pocatecni misto Petriho sité

Dosud jsme za pocCatecni stav Petriho sité povazovali libovolné znacCeni M. Pro operace
nad jazyky Petriho siti je vhodne, aby pocCatecni stav byl spojen se znackou v jediném
specialnim misté - pocateCnim (startovacim) misteé ps:

Mo(ps) =1 A Vp€ P\{ps}: Mo(p) =0

Ukazeme, ze tato modifikace fakticky neomezuje vybér pocatecniho stavu Petriho site.
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[] Popis transformace
Uvazujme libovolnou Petriho sit N = (P, T, F, W, K, My). Ekvivalentni sit
N = (P, T",F',W' K', M) s pocateCnim mistem p, vytvofime takto:

1. PP=PU{ps}
2. T'=TU{ts}
3. FF=FUF, ,kde Fi, = {< ps,ts >} U {<ts,p>| Mo(p) #0}
4. W' je rozsiteni vahové funce W:
Wi(ps,ts) =1 N W'(ts,p) =k < Mo(p) =k, k € N\{0}
5. K'jerozsiteni K: K'(ps) =1

My P U {p} =N, Mi(p;)=1 A VpeP: Mj(p)=0
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1 Priklad 2 : Pocatecni misto Petriho sité

Na pocatku je proveditelny pouze prechod ts. Mnoziny vypocCetnich posloupnosti siti N a
N’ se liSi pouze tim, Ze kazda vypocetni posloupnost sité N’ zacina symbolem t,. PFi
ohodnoceni X' (ts) =e a Vt € T: X (t) = A(t) jsou jazyky siti N a N’ shodné.
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Koncové stavy a typy jazyku Petriho sité

V zavislosti na konceptu koncového stavu sité byly definovany 4 typy jazyki Petriho siti:
L,GT,P

[] Definice 2 : Necht N je Petriho sit' s poCatecnim znacenim Mj, s ohodnocenim
prechodl \: T'— X U {e}, s pfechodovou funkci §: [My) x T* — [Mp) a s mnozZinou
koncovych stavil (znaceni) Q¢ C [Mp).

Jazyk L(N) C X* Petriho sité N definovany jako
L(IN)={Xa)|aeT" AN 6(Mo,a)€ Qy}

se nazyva jazykem typu L.

Tato definice neni zcela v souladu se zakladni filozofii Petriho siti, specialné s pravidly
provadéni prechodu sité. Je-li prechodova funkce §(M, t) definovana pro znaceni M, pak

je také definovana §(M’',t) pro kazdé M’ > M.

fl

PES - Jazvky Petriho siti — p. 9/34



[] Definice 3 : Necht N je Petriho sit' s poCatecnim znacenim M, s ohodnocenim
prfechodl )\, s pfechodovou funkci 6 a s mnozinou koncovych stavl Q. Jazyk L(N)
Petriho sité N definovany jako

L(N)I{A(&)|&€T* A My e Qy: 5(Mo,a)ZMf}

se nazyva jazykem typu G.

[] Definice 4 : Necht N je Petriho sit s pocateCnim znacenim M,, s ohodnocenim
prechodl \ a prechodovou funkci 4.

1. Jazyk L(N) Petriho sité N definovany jako

L(N) = {)\(Oé)‘ acT" A 5(M0,0é) < [M0> AN YVtelT: 5(5(M0,0é),t) = nedef.}

se nazyva jazykem typu T.
2. Jazyk L(N) Petriho sité N definovany jako

LIN)={\a)|aeT" AN §(M,a) € M)}

se nazyva jazykem typu P.

fl
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UvaZzujeme-li nyni,Ze pro kazdou ze tfid L aZ P mohou byt vymezeny tfi tfidy jazykU
Petriho siti podle typu ohodnoceni )\, dostdvame celkem dvanact specifickych tfid. Mezi
téemito tfidami existuji vztahy vyjadritelné mnozinovou inkluzi.

[1 Pfiklad 3 : TFidy jazykl Petriho siti podle typu ohodnoceni )\ a jejich vzajemné vztahy

T —— T ——> T
Orientovand hrana z A do B
vyjadruje inkluzi B C A.
L°— > | — > | ) )
Zakladni vztahy:
l l L CLCI?
f €
G—>G—>G GEGEG
T/ CT CT*®
l l l pfcpcps
P——> P —> P

LE, resp. L, resp. L znact tridu jazyki s ohodnocenim \: T — ¥ U {e},
resp. A\: T — X, resp. \: T — X s injektivnim X\ (free-labeled).
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[1 Priklad 4 : llustrace rlznych typt jazykl Petriho siti

p2

a b Uvazujme: Qs = {(0,0,1,0)} a Mo = (1,0,0,0)

L-typ: L ={a"cb™| n >0}
G-typ: L={a"cb"| m>n >0}

T-typ: L ={a"cb"d| m >n > 0}

P-typ: L={a™|m >0} U {a™cb"|m>n>0} U {a"cb"d|m >n >0}
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2. Vlastnosti jazyku Petriho siti typu L

[] Definice 5 : Petriho sit N = (P, T, F, W, Mo, ps, %, A\, P, Q) nazveme ohodnocenou
Petriho siti ve standardnim tvaru, jestlize:

1. Slozky P, T, F,W, My, %, Qs maji dosud uzivany vyznam
2. ps € P je pocateCni misto takove, ze
@) Mo(ps) =1 A Vpe P\{ps}: Mo(p) =0
(b) VteT: <t,ps >¢ F
3. \: T — X je ohodnoceni pfechodl sité
4. Py C P je mnozina koncovych mist
{ps,ps}, jestlize e € L(N)

(@) Pr= {{pf}, jestlize ¢ ¢ L(N)

(b) VteT: <ps,t >¢ F
(c) Je-li M(ps) > 0 pro néjake M € [My), pak 6(M,t) je nedefinovana pro
vSechnat € T
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[] Véta 1: Ke kazdé ohodnocené Petriho siti NV (typu L) existuje ekvivalentni ohodnocena
Petriho sit N’ ve standardnim tvaru takova, ze L(N) = L(N').

Dlkaz: Viz. skripta str. 53-55

[1 Priklad 5 : Konstrukce Petriho sité ve standardnim tvaru

Petriho sit’ N

fl
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Uzavérové vlastnosti jazykl Petriho siti

[J Véta 2: Necht L; a L» jsou dva jazyky generované Petriho sitémi. Pak jazyk
L = L,.L- je take jazykem generovanym Petriho siti.

[] Véta 3: Necht' Ly a L jsou dva jazyky generované Petriho sitémi. Pak jazyk
L = Ly U L, je také jazykem generovanym Petriho siti.

[] Véta 4: Necht' L, a L jsou dva jazyky generované Petriho sitémi. Pak jazyk
L = Ly N L» je také jazykem generovanym Petriho siti.

[] Véta 5: Jazyky Petriho siti jsou uzavieny vzhledem k reverzi, tj. je-li L = L(N) jazyk
generovany Petriho siti N, pak existuje Petriho sit N’, L(N’) = L*.

fl
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(] Priklad 6 : llustrace konkatenace Petriho siti, L(N) = L(N1).L(N2)

fl
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[1 Priklad 7 : llustrace sjednoceni Petriho siti, L(N) = L(N1) U L(N2)

fl
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(1 PFiklad 8 : llustrace pruniku Petriho siti, L(N) = L(N1) N L(N2)
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Pro modelovani paralelni Cinnosti dvou Petriho siti zavedeme specialni operator paralelni
kompozice Ffetézcl a jazykU (concurrency operator), ktery se oznacuje symbolem ||

[] Definice 6 : Necht z1,z2 € X" jsou dva fetézce nad abecedou X a necht a,b € ..
Paralelni kompozici (spojeni) dvou fetézct definujeme rekurentné:

ari||bre = a(x1||br2) + b(ax1||z2)
alle =¢lla =a

Paralelni kompozice L1 ||L2 jazykl L1 a L» je definovana predpisem:
L1HL2 — {ZCHy rxr € L1 AN Yy € LQ}

1 Priklad 9 :
Je-li Ly = {ab} a L2 = {c}, pak Li||L2 = {abc, acb, cab}

[] Véta 6: Necht' L; a L» jsou dva jazyky generované Petriho sitémi. Pak jazyk
L = L:|| L2 je také jazykem generovanym Petriho siti.

fl

PES — Jazvky Petriho siti — p. 19/34



fl

PES — Jazyky Petriho siti — p. 20/34



[ Véta 7: Jazyky Petriho siti (typu L) jsou uzavfeny vzhledem ke konecnému poctu
aplikaci operaci:

sjednoceni
konkatenaci
priniku

paralelni kompozici
reverzi jazyka

[] Veta 8: Jazyky Petriho siti nejsou uzavieny vzhledem k operaci iterace jazyka.

Dllezitou operaci, popisujici princip abstrakce je operace substituce. Necht L je jazyk do
néhoz provadime substituci, tj. nahrazujeme kazdy symbol a € X kazdé véty «z € L.
MUzZeme rozliSit tfi typy substituce:

1. obecna substituce (L, je libovolny formalni jazyk)
2. konecCna substituce (L, je koneCny jazyk)
3. homomorfismus (L, je tvofen jedinym fetézcem)
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[] Veta 9: Jazyky Petriho siti nejsou uzavreny vzhledem k obecné substituci.

Dlkaz:

Uvazujme jazyk L. = {a™b™| n > 1} substituovany do jazyka L = {c'| i > 1}. L. i L jsou

zrejme jazyky Petriho siti. Vysledkem substituce je jazyk

L' ={a™b™ .. .a™b™ | m; > 1,k > 1} = LI, coZ podle Véty 8 neni jazyk Petriho siti.
O

[] Véta 10: Necht L, je jazyk generovany Petriho siti a L» je regularni jazyk. Pak jazyk L,
ktery vznikne konecCnou substituci jazyka L. do jazyka L1, je jazyk generovatelny Petriho
Siti.

fl
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Vztah jazyku Petriho siti k Chomského hierarchii jazyku

[] Véta 11: Kazdy regularni jazyk je jazykem generovanym Petriho siti.

DuUkaz:

Je treba ukazat, ze ke kazdému koneCnému automatu M lze sestrojit ohodnocenou
Petriho sit NV tak, ze L(M) = L(N).

Princip konstrukce:
p a=\() @
O——® 7 O0—=0

Koneény automat Petriho sit

fl
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Studujme nyni vztah jazyk( Petriho siti k vyS$Sim tfidam Chomského hierarchie.

] Priklad 11 :

L(N) = {a"0"[n > 1}

L(N)={a"b"c"|n > 1}

fl
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0 Lemma 1: Jazyk L = {ww”| w € ¥*} neni jazykem Petriho siti.

Dlkaz:
Nejprve odvodime nutnou podminku pro mohutnost stavového prostoru Petriho sité

generujici jazyk L a pak ukdzeme, Ze tato podminka nemuze byt spinéna.

Predpokladejme tedy, ze existuje Petriho sit IV takova, ze L = L(N). Necht || = k,
k > 1 a uvazujme fetézec za" € L, |x| = r. Protoze existuje k" riznych moznych
fetézcl x, musi stavovy prostor Petriho sité N obsahovat alespon k" rliznych stav(l
(dostupnych znaceni) tak, aby provedeni r pfechodl generujicich fetézec x vedlo k
jednoznacnému “zapamatovani” struktury retézce x. Skutecne, pokud bychom
disponovali mensim poctem stavl, pak by pro jisté fetézce x, a 2 platilo

5(M(),CU1) = 5(M0,332) Pro x 75 9. Pak ale

§(Mo, x125) = 8(8(Mo, z1), x5) = 6(8(Mo, z2)xs) = 6(Mo, zazt) € Qy

a tedy by platilo z,2% € L pro z; # z2, coz je spor s definici jazyka L.

fl
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Dlkaz: (pokracovani)

Nyni vSak ukazeme, ze podminka, aby provedeni vypocetni posloupnosti délky r
aktualizovalo libovolny ze stavli mnoziny o mohutnosti k", je nesplnitelna. UvaZzujme
takovouto vypocetni posloupnost:

Molt1)Milte) ... [tr) M,

a prfedpokladejme, Ze mnozina pfechodl T' Petriho sité N ma mohutnost |T'| = m.

Znaceni M, muzeme vyjadfit ve tvaru:
M, = My + N.u
kde IN je matice zmen Petriho sité a u je vektor v : T" — N se slozkami
ult) =|{i| ti=t N 1<i<r}|
Zrejme plati:

Zu(t) =7

te’T

fl
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Dlkaz: (pokracovani)

V nejlepsSim prfipadé kazdy z vektorl « spliujici tuto podminku generuje rlizny stav M.,.

K vycisleni poctu rliznych vektorl v pouzijeme vztah pro pocet rozkladd ¢isla r € N nam
nezapornych celociselnych ¢lenl (davajici v souctu r), ktery je roven kombinaénimu éislu:

r+m—1
m — 1

(r—l—m—l) (r+m-—1)...(r+1)

Protoze

= < (r+m)™
m— 1 (m+1)! ( )
je pocet dosazitelnych stavll po provedeni r pfechodl ostfe mensSi nez (r +m)™. Pro
dostatecné velké r pak plati (r +m)™ < k" a nutna podminka pro generovani retézce

zz? tedy neni splnéna (spor s pozadovanou velikosti stavového prostoru). Jazyk L tedy
neni jazykem Petriho siti. O

fl
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Dlkaz: (pokracovani)

Zaver:
Nekompatibilita stavovych prostorli Petriho siti a zasobnikovych automat:

Petriho sité - kombinatoricky rostouci pocet dostupnych stavi
Zasobnikové automaty - exponencialné rostouci pocet dostupnych stavi

Na druhé strané odliSnosti v fizeni ;

Petriho sité - libovolny CitaC (misto)
Zasobnikové automaty - vrchol zasobniku
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[] Definice 7 : Bezkontextovy jazyk L se nazyva omezenym bezkontextovym jazykem
(bounded context free language) nad abecedou 3, jestlize existuji fetézce

*

w1, Wwa, ..., w, € 2" takove, ze L C wiws; ... w;

[1 Véta 12: Trida omezenych bezkontextovych jazykl je nejmensi tfida jazykd spliujici
podminky:

(1) Je-li B koneCna podmnozina mnoziny ¥*, pak B je omezeny bezkontextovy jazyk.

(2) Jsou-li B; a B omezené bezkontextové jazyky, pak B; U B2, B1.B> jSOU omezené
bezkontextoveé jazyky.

(3) Je-li B omezeny bezkontextovy jazyk a =,y € X*, pak jazyk {z'By‘| i > 0} je
omezeny bezkontextovy jazyk.

fl
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[] Veta 13: Kazdy omezeny bezkontextovy jazyk je jazykem generovanym Petriho siti.

Dlkaz:

K dlkazu vyuzijeme tvrzeni pfedchozi Véty 12. UkdZeme, Ze kazda z podminek (1) az (3)
plati v urcité podtridé jazykl Petriho siti a tudiz existuje podtfida jazyk( Petriho siti, které
generuji pravé omezené bezkontextove jazyky.

(a) Jazyk splnujici (1) je regularni a tedy je jazykem Petriho siti.

(b) Podminka (2) je spInéna pro vSechny jazyky Petriho siti.

(c) Abychom ukazali, Ze je splnéna i podminka (3), popiSeme konstrukci Petriho sité
generujici jazyk {z*By'| i > 0}. Pfedpokladejme, Ze jazyk B je generovan Petriho
siti V (Priklad 13) ve standardnim tvaru a necht x = z1z2 ...z, @y = y1y2 . . . Ym.

O
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[] Priklad 13 : Petriho sit generujici omezeny bezkontextovy jazyk

Pomocné misto p ma funkci CitaCe. Kazdé generovani retézce x = x1xs ...z, ZVySi pocCet
znaCek mista p o jedniCku. Protoze koncovy stav siteé vyzaduje znaCku pouze v misteé py,
je tedy fetézec y = y1y2 . . . ym generovan prave tolikrat, kolikrat byl generovan retézec x.

fl
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[] Veta 13: VSechny jazyky Petriho siti jsou kontextové jazyky.

Dlkaz:
UkaZzme, Ze jazyk L Petriho sité N mize byt pfijiman linearné omezenym Turingovym
strojem.

Necht paska Turingova stroje uchovava momentalni znacCeni kazdého mista Petriho

sité V. Po precteni vstupniho symbolu je simulovano provedeni prislusného prechodu, tj.
zmeéna znaceni nekterych mist. Kvantifikujme vyuzivanou cast pasky celkovym souctem
S vSech znacek vSech mist a zkoumejme, jak se tento soucet meéni v zavislosti na délce
vstupniho fetézce.

Necht vstupnimu fetézci délky £ > 1 odpovida vypocetni posloupnost ¢1ts ... tx
provedenych pfechodi Petriho sité V. Oznaéme d; pocet znacek, kterym prispiva
prechod ¢ (jeho provedeni) k celkovemu pocCtu znacek sité. Zrejme plati:

de= Y W(tp)— Y Wipt)

pet® pESt

fl
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Dlkaz: (pokracovani)
Pak poCet znaCek S po provedeni vypocetni posloupnosti ¢; ... tx Ize vyjadrit ve tvaru:

k
S=1+) d,
=1

Z definice Petriho sité plyne existence maxima:

m = max dy
teT

S jehoz vyuzitim Ize hodnoty S ohranicCit v zavislosti na délce vypocetni posloupnosti k£ a
tudiz i vstupniho fetézce funkci:

Sk) <1+ km

Coz je linearni funkce nezavislé proménné k a prislusny Turinglv stroj je tedy linearné
omezeny. O

fl
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1 Pfiklad 14 : Vztah jazykl Petriho siti a jazykll Chomského hierarchie

Jazyky typu O

Kontextové jazyky

Omezené bezkontextové jazyk

Jazyky Petriho siti Bezkontextove jazyky

Regularni jazyky

Otazka:
Cim lze rozSirit modelovaci schopnost Petriho siti?

fl
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