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Kapitola 1

Uvod

1.1 Obecna charakteristika Petriho siti

Petriho sitémi je oznacovana Siroka trida diskrétnich matematickych
modelu (stroji), které umoznuji popisovat specifickymi prostiedky ¥i-
dici toky a informacni zavislosti uvniti modelovanych systému. Jejich
historie je datovana od r. 1962, kdy némecky matematik C. A. Petri
zavedl ve své doktorské disertacni praci ,, Kommunikation mit Auto-
maten nové koncepty popisu vzajemné zavislosti mezi podminkami
a udalostmi modelovaného systému. Jak napovida nazev prace, tyto
koncepty vysly z dekompozice systému na podsystémy popisované ko-
necnymi automaty, jez pracuji autonomné, avsak jejich ¢innost muze
byt v potfebné mire vzajemné koordinovana.

V soucasné dobé jsou Petriho sité nejcastéji spojovany s aplika-
cemi pri navrhu, analyze a modelovani paralelnich a distribuovanych
systémi a to jak v oblasti technického, tak i programového vybaveni
pocitaci. Typické pouziti Petriho siti nalezneme v takovych oblastech
jako je navrh a popis paralelnich architektur, popis komunikac¢nich
protokolii, paralelnich databazovych systémt, prekladaci a pocitaco-
vych siti. Pouziti Petriho siti se vSak neomezuje jen na pocitacové
systémy; jejich aplikace, napt. v telekomunikacich, pfi popisu auto-
matizovanych primyslovych systémi nebo systémii v administrative,
jsou stejné uspésné a perspektivni.

Studium Petriho siti zahrnuje celou fadu hledisek. Ctyficetileté
historie téchto matematickych modelt vyustila v bohatou a neustéale
se rozvijejici teorii, jez dava vysledky vyuzitelné pii analyze modelova-
nych systémt a v postupech blizicich se dikaziim urcitych pozadova-
nych vlastnosti systémi. Metody analyzy stavového prostoru Petriho
siti, strukturalnich vlastnosti siti a vypocetnich posloupnosti genero-
vanych témito sitémi tvori v soucasné dobé hlavni oblast vyzkumu,
jehoz cilem je velmi obtizny a dtlezity problém verifikace paralelnich
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a distribuovanych aplikaci. Zakladni vyzkum i aplikace Petriho siti
nalezneme také v néekolika projektech vrcholového vyzkumného pro-
gramu ESPRIT (European Stategic Programme for Research and De-
velopment in Information Technology).

Velmi vyznamné je rovnéz studium Petriho siti z hlediska jejich po-
pisnych a modelovacich moznosti. Aplikace metody postupného snizo-
vani abstrakce (metody navrhu shora doli), ale i metody navrhu zdola
nahoru, popis asynchronnich udalosti nebo simultannich (paralelnich)
¢innosti predstavuje typické moznosti této tiidy matematickych mo-
delii. Petriho siti se rovnéz pouziva pro popis sémantiky modernich
programovacich jazykt (Smalltalk, Occam).

1.2 Obsahové a metodické informace o pred-
meétu Teoreticka informatika

1.2.1 Cile predmétu

Pochopeni zékladnich konceptti a metod modelovani systémi prostied-
nictvim Petriho siti. Zvladnuti teorie Petriho siti a jeji aplikace pro
modelovani, navrhovani a verifikaci pocitacovych systémi. Praktické
zvladnuti vyuzivani pocitacovych nastroji pro typické aplikace Pet-
riho siti.

1.2.2 Anotace predmétu

Zakladni koncepty a prostiedky popisu diskrétnich systémt Petriho
sitémi, klasifikace Petriho siti, teorie C/E Petriho siti, metody analyzy
C/E Petriho siti, teorie P/T Petriho siti, metody analyzy P /T Petriho
siti, jazyky Petriho siti a problém automatizované syntézy modeld,
podtiidy a rozsiteni Petriho siti, barvené Petriho sité, hierarchické a
objektové orientované Petriho sité, nastroje pro praci s Petriho sitémi,
aplikace.

1.2.3 Pozadované prerekvizitni znalosti a doved-
nosti

Zéakladni znalosti z binarnich relaci, teorie grafi a formalnich jazykt
vcetné konecnych a zasobnikovych automatt, Turingovych stroji, pojmu
algoritmické slozitosti a a principti pocitacového modelovani.
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INFORMATIKA

1.2.4 Osnova prednasek a prirazeni ke kapitolam
opory

1. [Kapitola 3] Uvod, filozofie, historie a aplikace Petriho siti, pojem
sité a odvozenych zakladnich pojm.

2. [Kapitola 4] C/E Petriho sité, pfipady a kroky, stavovy prostor
C/E systémii, cyklické a zivé C/E systémy, ekvivalence C/E sys-
tém.

3. [Kapitola 4] Bezkontaktni C/E systémy, komplementace, piipa-
dové grafy a jejich aplikace pro analyzu C/E systémii.

4. [Kapitola 5] Procesy C/E systém, relace podobnosti a jeji ob-
lasti, vyskytové sité, vlastnosti procest a jejich kompozice.

5. [Kapitola 6] Vlastnosti C/E systémti, pojem synchroniza¢ni vzda-
lenosti, specialni synchronizac¢ni vzdalenosti, reprezentace vlast-
nosti vyrokovou logikou, fakta.

6. [Kapitola 7] P/T Petriho sité, definice, evolu¢ni pravidla, sta-
vovy prostor, zakladni problémy analyzy (bezpecnost, omeze-
nost, konzervativnost, zivost).

7. [Kapitola 8] Reprezentace nekone¢ného stavového prostoru, strom
dosazitelnych znaceni, vypocet a vyuziti stromu dosazitelnych
znaceni pro analyzu P/T siti.

8. [Kapitola 9] Pojem invariantu, P a T invarianty, definice, vypo-
et a vyuziti invariantu pro analyzu P /T siti.

9. [Kapitola 10] Pojem jazyka Petriho sité, typy jazyku, uzavérové
vlastnosti jazykt Petriho siti, vztah téchto jazykt k Chomského
hierarchii (modelovaci schopnost).

10. [Kapitola 11] Podt¥idy a rozsiteni P/T siti, stavové stroje, zna-
Cené grafy, P/T sité s volnym vybérem, sité s inhibitory, ¢asované
a stochastické Petriho sité.

11. [Kapitola 12] Barvené Petriho sité, zakladni vyjadfovaci pro-
sttedky, inskripcni jazyk, pocitacovy nastroj pro praci s témito
sitémi (CPN Design).

12. [Kapitola 13] Hierarchické a objektové orientované Petriho sité,
prostfedky hierarchického navrhu, substituce a invokace, zacle-
néni prostiedki objektové orientovaného navrhu, PNtalk jako
jazyk pro praci s OO Petriho sitémi.
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1.2.5 Zpusob hodnoceni

Pisemna pilsemestralni a semestralni zkouska za 30 a 50 bodt. Vy-
pracovani péti hodnocenych tkolt po 4 bodech.

1.2.6 Tabulka pouzivanych piktogramu

Cil

S

Cas potiebny pro studium

X+Y | piidad

DEF

Definice

Otazka, priklad k feseni

Souhrn

n:::Mn@

Dilezité




Kapitola 2

Definice zakladnich

matematickych pojmu

Cas potiebny ke studiu: 3 hodiny

Cile kapitoly

Ustiednim tématem této publikace jsou Petriho sité, které jsou de-
finovany jako algebraicka struktura (n-tice). Obdobné i jejich vlast-
nosti jsou definovany forméalné za pomoci mnozin, relaci, zobrazeni,
atd. Definice a vysvétleni zakladnich pojmi z oblasti diskrétni ma-
tematiky, které jsou nezbytné pro porozuméni ostatnim kapitolam,
jsou shrnuty v této kapitole. Jeji nedilnou soucasti je také notace,
pomoci niz se tyto algebraické struktury zapisuji.

Priavodce studiem

Kapitola je urcena jednak ¢tenaitim, ktefi si chtéji osvézit své zna-
losti zakladnich algebraickych struktur a jednak ¢tenaitm, ktefi po-
uzivaji pro jejich zapis odlisnou notaci. Ctenéfi, ktefi maji solidni
zaklady algebry a rozuméji pouzité notaci, mohou tuto kapitolu pie-
skocit.
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2.1. MNOZINA

Ve vykladu za¢neme mnozinami, které jsou pozdé€ji rozsiteny do
pojmu multimnozZina. Od mnozin se pres relace a zobrazeni postupuje
az k definici vektoru a matic.

2.1 Mnozina

Ackoliv je pojem mnoZina (angl. set) zcela zdkladnim aspektem, na
jehoz zakladé jsou postaveny takika vsechny definice této publikaci,
neuvadime zde jeji precizni definici. Posta¢i ndm takzvana naivni de-
finice mnoziny, kterd mnozinu definuje jako strukturu, ktera splnuje
nasledujici vlastnosti:

e Mnozina je plné definovana prvky, které obsahuje. Dvé mnoziny,
které obsahuji tytéz prvky, jsou identické. Pii explicitnim vyja-
dfeni mnoziny pomoci jejich prvki nezalezi na jejich potradi.

e Kazdy prvek mnoziny je v ni obsazen pravé jednou, mnozina
tedy neobsahuje prvky duplicitné.

e Mnozina nemusi obsahovat zadny prvek, v takovém piipadé ho-
vorime o prazdné mnoZiné.

Pokud je mnozina definovana vyctem prvki, pak tyto prvky uvadime
uzaviené do slozenych zavorek. Napt. {a,b,c}, {z}, {0,1,2,3} jsou
mnoziny. Speciadlni mnozinou, neobsahujici zadny prvek, je prazdnd
mnoZina , kterou oznadujeme symbolem ().

Mnoziny obvykle oznacujeme velkymi pismeny, jejich prvky ob-
vykle malymi pismeny, napt. A = {a,b,c}, P = {p1,p2,p3}. Pokud
potfebujeme vyjadrit, ze dany prvek je prvkem mnoziny, pouzivame
k tomu symbol €, nap¥. ps € {p1, p2, p3}. Pokud potfebujeme vyjadiit
opacné tvrzeni, tedy ze dany prvek neni prvkem mnoziny, pouzivame

k tomu symbol &. Napt. a & {p1, p2, p3}-
Symboly N a Z oznacujeme mnoziny se specidlnim vyznamem:

e N=1{0,1,2,3,...} je mnoZina prirozenych cisel
o Z=A{...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} je mnoZina celych cisel.
Vyraz |A| nad mnozinou A popisuje kardinalitu mnoziny (pocet prvki).

m Definice 2.1 MnoZinové sjednocent, prinik a rozdil.

Necht A a B jsou dvé mnoziny. Definujme operace nad mnoZinami:
sjednocent (angl. set union), prinik (angl. set intersection) a rozdil
(angl. set difference).

mnozina

prazdna mnozina

kardinalita

DEF
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1. Sjednoceni mnozin:

AUBY {zlz € AV e B}

Jinymi slovy, x je prvkem sjednoceni mnozin A a B, kdyz z je
v mnoziné A nebo v mnoziné B. Napt. {p,q,7} U {p,q,s} =
{p.q.r s}

2. Pruntk mnozZin:

AﬂBdéf{ﬂxeA/\xEB}

Jinymi slovy, x je prvkem priniku mnozin A a B, kdyz z je
v mnoziné A a zaroven v mnoziné B. Napft. {p,q,r} N{p,q, s} =
{p.q}.

3. MnoZinovy rozdil:

def

A\ B ={z|lr € ANz & B}

Jinymi slovy, x je prvkem rozdilu mnozin A a B, kdyz x je v mno-
ziné A a zaroven neni v mnoziné B. Napft. {p,q,r} \ {p,q,s} =

{r}.

O

DEF

m Definice 2.2 Podmnozina.

Necht A a B jsou dvé mnoziny. Mnozinu A oznac¢ujeme jako podmno-
Zinu (angl. subset) mnoziny B, kdyz kazdy prvek mnoZiny A je rovnéz
prvkem mnoziny B. Formalné:

ACBE (VzeA:zeB)

Pokud A neni podmnozinou B, tedy —(A C B), pak zapisujeme A Z
B. O

DEF

m Definice 2.3 Viastni podmnozina.

Necht A a B jsou dvé mnoziny. Mnozinu A oznac¢ujeme jako vlastni
podmnoZinu (angl. proper subset) mnoziny B, pokud je A podmnoZi-
nou B a zaroven jsou tyto mnoziny rozdilné. Formalné:

def

AcBE(ACBAA+B)

Pokud A neni vlastni podmnozinou B, tedy —(A C B), pak zapisujeme
Ad¢ B. O
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m Priklad 2.1 Podmnozina, vlastni podmnoZina.

Plati:
{p,s} < {p,q,s} {p,s} < {p,q,s}
0 < {paqs} 0 c {p.qs}
{p.q,s} € {p,q s} mast ¢ {p,q s}
0 < 0 0 ¢ 0
{p,r} € {p.q s} {p,r} ¢ {p,q s}

m Definice 2.4 Potencéni mnoZina.

Necht A je mnozina. Pak symbolem P(A) zna¢ime potencéni mnoZinu
(angl. powerset), tedy mnozinu vSech podmnozin mnoziny A.

P(A) € {z]z C A}

O

Pro zapis potencni mnoziny nad mnozinou A se ¢asto pouziva od-
lisnad notace, a to 24. Tento zapis vychézi z faktu, Ze poéet prvki
potenéni mnoziny nad kone¢nou mnozinou A je roven 241, Tedy

[P(4)] = [2] = 24

m Priklad 2.2 Potencéni mnozina.

Plati:

P@) = {0}
P({a}) = {0,{a}}
P({a,b,c}) = {0,{a},{b},{c} {a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c }}

m Definice 2.5 Kartézsky soucin.

Necht A a B jsou dvé mnoziny. Kartézsky soucin (angl. Cartesian
product) téchto dvou mnozin oznacujeme A X B a je definovan jako
mnozina vsech usporadanych dvojic takovych, ze prvni slozka dvojice
je prvkem mnoziny A a druha slozka dvojice je prvkem mnoziny B.
Formalné:

AxBY¥ {{z,y)|x € ANy € B}

xX+y

DEF

x+y

DEF
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xty = Piiklad 2.3 Kartézshy soucin.
Mgjme dvé mnoziny A = {a,b} a B = {p, q,r}. Plati:
A x B = {{a,p),(a,9),(a,7),(b,p), (b, q), (b;7)}
B x A = {(pa),(p.b),{qa),{qb),(ra) (rb)}
A x 0 =10
0 x A =10
D x 0 =10
O
2.2 Multimnozina
multimnoZina MultimnoZina (angl. bag) je zobecnénim pojmu mnoZina. Naopak,

mnozinu mizeme chapat jako specialni ptripad multimnoziny. Multi-
mnozina se od mnoziny lisi tim, Ze pripousti vicenasobny vyskyt téhoz
prvku. Pro zapis multimnoziny se pouziva notace shodné s notaci pro
zapis mnoziny — multimnozinu lze tedy zachytit vyctem prvka uzavie-
nym ve slozenych zavorkach.

Vyznam symboli €, C a C je v pfipadé multimnozin obdobny jako
v pripadé mnozin:

e a € A znadi, ze v multimnoziné A je obsazen prvek a alesporn
jedenkrat

e A C B znadi, ze vSechny prvky multimnoziny A jsou také ob-
sazeny v multimnoziné B a to ve stejném, nebo vétsim poctu
vyskyti

e A C B znadi totéz, co v ptipadé mnozin, tedy A C B A A # B.

Typickym prikladem multimnoziny je rozklad prirozeného ¢isla na pr-
vocinitele, 180 = {2, 2,3, 3,5} je multimnoZina reprezentujici ¢islo 180.
Pro pouzivani multimnoziny zavedeme tyto konvence:

e Necht A je multimnoZina a a jeji prvek. Symbolem #(a, A) bu-
deme znacit pocet vyskyti prvku a v A. Napt. #(3,180) = 2.
Ziejmé plati nasledujici implikace: #(a, A) =0=a ¢ A

e Je-li A mnozina, pak symbolem A* znacime systém multimnozin
vytvofenych z prvkd mnoziny A.
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2.3 Binarni relace

Binarni relace je definovana jako podmnozina kartézského soucinu
dvou mnozin.

m Definice 2.6 Bindrni relace.

Necht A a B jsou dvé mnoziny. Podmnozinu kartézského soucinu
R C A x B nazyvame bindrni relace z mnoziny A do mnoziny B. O

m Priklad 2.4 Bindrni relace.

Méjme dvé mnoziny A = {a,b} a B = {p, ¢, r}. Nésledujici mnoziny
jsou binarnimi relacemi z A do B:

 C AxB

{{a,p),(b,p)} € AxB
{{,p),(b,q)} € AxB
{{a,r),(b,q). (b;r)} € AXB

Notace Zdpis binarni relace.

Pti vyjadfeni faktu, ze usporddand dvojice (a,b) patii do dané relace
R, 1ze vychazet z toho, Ze relace je mnozina, tedy lze zapsat (a,b) € R.

Vv

infixové zapsany predikat se pouziva zejména u relaci, které jsou po-
jmenovany neabecednim symbolem, napt. ~, <, apod., pfipadné tam,
kde to zvysi strucnost a prehlednost zapisu. O

Specidlnim pfipadem binarni relace je relace z mnoziny do téze
mnoziny, tedy R C A x A. U takovychto relaci mizeme zkoumat dalsi
vlastnosti, viz dale.

m Definice 2.7 Reflexivita, symetrie a tranzitivita.

Necht R C A x A je binarni relace na mnoziné A. Relace R je:

. def
reflexivni, & Va € A : aRa

ireflezivnd, S Va € A —(aRa)

symetricka, LY Ya,b € A:aRb= bRa

antisymetrickd, & Ya,be A:aRbANbRa = a=10

DEF

xX+y

DEF
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o asymetrickd, & Va,b € A : aRb = —(bRa)

e tranzitivni, & Va,b,c € A:aRbAbRc= aRc

DEF

m Definice 2.8 FEkuvivalencni relace, ekvivalence.

Necht R C A x A je binarni relace na mnoziné A. Relace R je ekviva-
lence, kdyz je:

o reflexivni
e symetricka

e tranzitivni

Relace ekvivalence je obvykle znacena symbolem =, resp. =. O

m Priklad 2.5 FEkvivalence.
Necht A = {a, b, c,d}. Relace R = {{(a,a), (b, by, (b,d), (c,c), (d,b), (d,d)}

je ekvivalencni relace na mnoziné A. O

DEF

» Definice 2.9 Cdstecné uspordddni <.

Necht R C A x A je binarni relace na mnoziné A. Relace R je ¢dstecné
usporaddani =, kdyz je:

e reflexivni
e antisymetricka

e tranzitivni

Relace c¢astecného usporadani definovana jako reflexivni, antisymet-
ricka a tranzitivni je obvykle znacena symbolem =. O

DEF

m Definice 2.10 Usporadani <.

Necht R C A x A je binarni relace na mnoziné A. Relace R je uspord-
dani <, kdyz je:

e asymetricka
e tranzitivni

Relace usporadani definovana jako asymetricka a tranzitivni je obvykle
znacena symbolem <. O
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m Definice 2.11 Relace podobnosti.

Necht R C A x A je binarni relace na mnoziné A. Relace R je relace
podobnosti, kdyz je:

e reflexivni

e symetricka

2.4 Zobrazeni

Zobrazeni z mnoziny A do B je definovano jako binarni relace z mno-
ziny A do B, kde kazdy prvek mnoziny A je v relaci s pravé jednim
prvkem mnoziny B.

m Definice 2.12 Zobrazeni.

Necht R C A x B je binarni relace z A do B. Tuto relaci nazveme
zobrazeni (angl. map, mapping), kdyz
Va e A:3be B:{z|{a,x) € R} = {b}

Pokud je relace R zobrazeni z A do B, pak tuto skutec¢nost zapisujeme
vyrazem

R:A— B

Notace Zdpis zobrazend.

Jelikoz je zobrazeni relaci, lze jej jako relaci zapsat. Jako ptiklad
uvedme zobrazeni R : {a,b,c,d} — {1,2,3} definované jako
R ={{a,1),(b,3),(c,2),{d, 1)}
Pro vystiznost vSak ¢asto v pripadé zobrazeni pouzivame jinou notaci
zapisu usporadanych dvojic, a to pomoci symbolu —. Stejna relace
v této notaci je definovana
R={a— 1,b—3,¢c—2,d— 1}

Bézna je rovnéz notace, ktera zobrazeni definuje zapisem, jaky pouzi-
vame u funkei:

R(a) = 1
R(b) = 3
R(c) = 2
R(d) = 1

DEF

DEF
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DEF

DEF

2.5 Vektory a matice

Pro potieby teorie Petriho siti si vystacime s vektory a maticemi pti-
rozenych cisel, tedy nad mnozinou N, resp. celoc¢iselnymi, tedy nad
mnozinou Z.

V jinych matematickych disciplinach se vektor a matice definuje
jako jedno- ¢i dvourozmeérné pole prvki, které jsou v jednotlivych roz-
meérech indexovany pomoci prirozenych ¢isel. Vyznam vektoru, resp.
matice obvykle spociva v prifazeni ¢iselnych hodnot prvkiim mno-
ziny, resp. prvkim kartézského soucinu dvou mnozin. Indexace prvki
pomoci prirozenych cisel vSak v takovém piipadé vede na nutnost sta-
noveni poradi (tedy indexti) v rdmci mnoziny, jejimz prvkim pomoci
vektoru ¢i matice stanovujeme ciselnou hodnotu.

Jako priklad lze uvést znaceni Petriho sité, jejiz mnozina mist je
P = {p1,p2,p3}. Vyjadieni znaceni M, v némz misto p; obsahuje 2
tecky a mista py a p3 neobsahuji zadnou tecku, 1ze napi. pomoci vek-
toru (2,0,0). Pokud vSak explicitné neni feceno, zZe jednotlivé slozky
vektoru odpovidaji postupné prvkim p;, po a p3, pak je toto vyja-
dieni nepostacujici — pokud by nékdo predpokladal jiné poradi mist
Petriho sité odpovidajici jednotlivym slozkam (napt. {p2, ps, p1}), pak
by dospél k jinému znacni sité.

7 tohoto diivodu pouzivame indexovani prvka vektoru, resp. ma-
tice pfimo prvky mnoziny (mnozin) - nejednoznacnost ptifazeni ¢isel-
nych hodnot jednotlivym prvkim je odstranéna.

m Definice 2.13 Vektor.

Necht A je neprazdna konefnd mnozina. Zobrazeni v : A — 7Z se
nazyva vektor, pripadné téz A-vektor. O

m Definice 2.14 Operace nad vektory.
Necht v, vy, vy : A — 7Z jsou vektory a xz € 7Z celé ¢islo
e Soucet:
v = V1 + Uy HveeA: v(a) = vi(a) + va(a)

e Soucin:

r=0.0, 8z = Zvl(a).vg(a)
acA

e (elociselny nasobek:

v=z201EvVae A: v(a) = z.v1(a)
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m Definice 2.15 Nulovy, nezaporny a kladny vektor.

e Nulovy vektor: v : A — {0} nazyvame nulovy vektor a znacime
symbolem O.

e Nezaporny vektor: v : A — 7 se nazyva nezaporny, jestlize Va €
A:v(a) > 0.

e Kladny vektor: v : A — 7Z se nazyva kladny, jestlize Va € A :
v(a) > 0.

m Definice 2.16  Charakteristicky vektor mnoZiny.

Necht A a B jsou mnoziny, B C A. Vektor cg : A — {0,1} se nazyva
charakteristicky vektor mnoziny B, kdyz

1, jeliaeB
VaEAICB(a):{O ;e—lia¢B

m Definice 2.17 Matice.
Necht A a B jsou neprazdné, konetné a disjunktni mnoziny.
1. Zobrazeni C' : A x B — Z se nazyva matice.

2. Transponovanou matici C' k matici C': A x B — Z nazjvame
matici CT : B x A — Z, pro kterou plati:

Ya€ A¥be B:C"(b,a) = C(a,b)

3. Soucinem matice C': AxXx B — Z a vektoru v : B — Z nazyvame
vektor C.v: A — 7Z, kde

Va € A: Cw(a) =Y C(a,b).v(b)

O

Vektory a matice obvykle zobrazujeme jako tabulky, kde radky,
resp. sloupce jsou oznaceny prvky indexovych mnozin A, resp. B.

DEF

DEF

DEF
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ﬂ Pojmy k zapamatovani

e mnozina, podmnozina, multimnozina

e kartézsky soucin, relace, zobrazeni

e vektor, matice

Shrnuti
E Tato kapitola si kladla za cil uvést ¢tenare do zaklad algebraickych
struktur, které je nutné znat pro pochopeni nasledujicich kapitol.

Piiklady k procvic¢eni

o)

1. Definujte pojem mnozina a vyjmenujte mozné operace nad
mnozinami.

2. Uvedte priklad binarni relace.
3. Definujte pojem ekvivalence a ¢astecné usporadani.

4. Definujte pojem vektor a vyjmenujte mozné operace nad vek-
tory.

5. Definujte pojem matice a vyjmenujte mozné operace nad ma-
ticemi.



Kapitola 3

Zakladni koncepty Petriho
siti

Cas potiebny ke studiu: 3 hodiny

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je zavedeni zékladnich definice Petriho siti. Vy-
mezeni odlisnosti a vyhod, které prinaseji Petriho sité v popisu sys-
tému ve srovnani s konecnymi automaty. Kapitola stanovuje ramce
teorie, které jsou vyuzivany i v nasledujicich ¢astech uc¢ebniho textu.

Pruvodce studiem

Na tuto kapitolu navazuji prakticky vsechny ostatni kapitoly, proto
je potieba dikladnému pochopeni jednotlivych termint vénovat na-
lezitou pozornost.

17
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3.1 Zakladni koncepty

Petriho sité vznikly rozsitenim modelovacich moznosti kone¢nych au-
tomati. Zakladnim prosttedkem popisu zmény v modelovaném sys-
tému pri pouziti konecného automatu je pojem stav a prechod mezi
stavy. Na obrazku 3.1 je napt. modelovana zména v urcitém systému,
ktera nastane pii udélosti u (podminéné stavem s;) a ktera privede
systém do stavu ss.

Gl
Obrazek 3.1: Modelovani zmény stavu systému koneénym automatem

Predpokladejme nyni, Ze je iicelné popsat stav s; urcitymi podmin-
kami ¢i parcidlnimi stavy napi. si, s?, s3, a stav s, analogicky napf.
parcidlnimi stavy s3 a s3. Pak situaci na obrazku 3.1 lze prostiedky

Petriho sité vyjadrit tak, jak je uvedeno na obrazku 3.2.

1
S

1
u Ay
2< > ;
§
2
AP
3
$

Obrazek 3.2: Modelovani zmény stavu systému Petriho siti

Zmazornéna distribuce ,globalniho“ stavu systému na parcialni
stavy, které jsou vyjadritelné velmi casto néjakymi podminkami, a
spojeni téchto podminek s udalostmi systému je koncepcnim jadrem
popisu diskrétniho systému Petriho siti. Parcidlni stavy, graficky zob-
razované jako malé kruznice, se nazyvaji mista Petriho sité; udalosti,
graficky zobrazované jako obdélnicky nebo tusecky, se nazyvaji pre-
chody Petriho sité. Na obrazku 3.2 je uvedeno propojeni prechodu u
s misty, které popisuji jedno z pravidel, podle nichz se systém chova:
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udélost v muze nastat (probéhnout) v pfipadé, Ze jsou splnény pod-
minky odpovidajici mistiim s}, s%, s3, a zptisobi, Ze systém dosdhne
stavu, pti kterém plati podminky piislusejici mistiim si a s2.

Petriho sif 1ze chapat jako automat, ktery definuje chovani systému
posloupnostmi udalosti a odpovidajicimi stavovymi zménami systému.
V pripadé konecnych automati byl stav systému jednoznacné urcen
prvkem mnoziny stavii. V pfipadé Petriho siti je okamzity stav mode-
lovaného systému konstituovan urc¢itymi parcidlnimi stavy spojenymi
s prislusnymi misty sité. Vznika tedy otazka jakym zptisobem je regis-
trovano dosazeni jistého parcialniho stavu odpovidajicimu prislusnému
mistu sité. K tomuto tcelu slouzi znacens mista.

Znaceni mista je nezaporna celociselna informace, jez je graficky
vykreslena urc¢itym poctem cernych tecek nazyvanych znackami, které
jsou umistény v prislusném misté. V pripadé, Ze misto modeluje lo-
gickou podminku, je tato informace binarni; misto obsahuje znacku
v pripadé, ze prislusna podminka plati a znacku neobsahuje, jestlize
tato podminka neplati. Podminkou k tomu, aby mohla probéhnout
udalost modelovana urcitym prechodem, je existence znacky ve vSech
vstupnich mistech pfechodu. Provedenim ptfechodu (udalosti) se ode-
berou znacky vstupnich mist (pfestanou platit vstupni podminky) a
vzniknou znacky ve vystupnich mistech (za¢nou platit podminky zpu-
sobené touto udalosti).

Na obrazku 3.3 je prostfedky Petriho siti popsana zavislost udalosti
u a podminek A, B, C. Udélost u nastava, jestlize plati A i B; pro-
vedeni udalosti © méa za nasledek platnost podminky C' a neplatnost
A. Obrazek 3.4 znazornuje znaceni mist, kdy mize udalost u nastat,
obrazek 3.5 pak znaceni mist po probéhnuti udalosti u.

Obrazek 3.3: Zavislost udalosti a podminek

Interpretace mist jako logickych (dvouhodnotovych) podminek je

vvvvv

sité (Condition/Event Petri Nets). V zobecnéni, které v souc¢asné dobé
predstavuje nejrozsitenéjsi tfidu Petriho siti, je misto interpretovano
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-

u
C
O

Obrazek 3.4: Znaceni mist, kdy muze udalost nastat

o

u
C
O

Obrazek 3.5: Znaceni mist, po probéhnuti udalosti

jako parcialni stav systému, ktery je specifikovan celo¢iselnym neza-
pornym znacenim. V tomto pripadé lze vstupni podminku pro udélost
formulovat obecnéji, jako minimalni pocet znacek, které pro prove-
deni této udalosti musi vstupni misto obsahovat. Tohoto zobecnéni se
¢asto vyhodné vyuziva pii modelovani pozadavkti na omezené zdroje
systému.

Na obréazku 3.6 je modelovana jista operace pocitace, jejiz prove-
deni vyzaduje kromé volného procesoru (misto P) také pridéleni tii
pamétovych bloki hlavni paméti (misto M). Po ukonéeni operace jsou
dva z téchto blokt vraceny k dalsimu pouziti.

M — pocet volnych pamétovych bloki
P — procesor je volny (ano/ne)

O — operace probiha (ano/ne)

tp — zacatek operace

tr — konec operace

Obréazek 3.6: Modelovani pozadavkt na zdroje
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x+y

Pro zjednoduseni grafu sité se ¢asto misto nasobné hrany pouziva
celociselné ohodnoceni hrany, urcujici pocet znacek, jez se odebiraji,
¢i pridavaji do prislusnych mist. S touto konvenci jsou na obrazku 3.7
znazornéna mozna znaceni pred a po provedeni prechodil tg a tg.

Obrazek 3.7: Provedeni piechodu Petriho sité

Znaceni mista mtze byt neomezene, tj. mize nabyvat libovolné
celoc¢iselné hodnoty, nebo mtize byt omezeno kapacitou mista — ce-
lym kladnym ¢islem udavajicim maximalni mozny pocet znacek v da-
ném misté. Kapacitni omezeni se vyuziva pfi modelovani situaci, kdy
chceme vyloucit preplnéni napi. vyrovnavaci paméti nebo délky fronty:.
V takovém pripadeé je pravidlo pro provedeni prechodu doplnéno o pod-
minku na znaceni vystupnich mist prechodu: prechod mutze byt pro-
veden, jestlize nebude prekrocena kapacita jeho nékterého vystupniho
mista.

= Priklad 3.1

Na obrazku 3.8 je uvedena Petriho sif modelu, ktery se nazyva ,pro-
ducent — konzument®, jehoz implementaci mtzeme casto nalézt naprt.
v operacnim systému pocitace. Producent produkuje data, ktera uklada
do vyrovnavaci paméti. Odtud jsou data odebirana konzumentem k dal-
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simu piipadnému zpracovani. Na obrazku 3.8 je model zahrnujici jed-
noho producenta a dva konzumenty. Kapacita mista je znacena pis-
menem k; w znaci neomezenou kapacitu. Misto ¢ita¢ s neomezenou
kapacitou slouzi k registraci celkového poc¢tu produkovanych datovych
polozek. O

&

konzument

k=1

- k=1 J
\Q vyrovnavaci
pameét

producent

Obrazek 3.8: Petriho sit modelu producent — konzument s omezenou
vyrovnavaci pameéti

Na zavér tohoto odstavce si polozme otazku, jaké odlisnosti a vy-
hody prinéseji Petriho sité v popisu systému ve srovnani s konecnymi
automaty. Neomezenost znaceni mist vede ziejmé k nekone¢nému sta-
vovému prostoru obecné Petriho sité, a tudiz modelovaci schopnost
Petriho siti je obecné vétsi, nez schopnost konecénych automatt. M-
zeme vsak pozorovat diilezitou odlisnost i v pripadé Petriho siti s ko-
necnym stavovym prostorem. Koneény automat definuje, stejné jako
Petriho sit, posloupnosti udélosti (tzv. vypocetni posloupnosti), které
charakterizuji chovani systému. V pfipadé konec¢ného automatu jsou
tyto posloupnosti vysledkem uspotfadani jejich prvka podle zavislosti
definovanych prechodovou funkci. Distribuce stavii a nasledné i uda-
losti popisovanych Petriho siti vede naopak k explicitnimu zobrazeni
relace vzajemné nezavislosti udalosti. V tomto faktu spociva hlavni
divod, proc¢ se Petriho sité vyuzivaji jako matematicky model para-
lelnich a distribuovanych vypocti.

Na obréazku 3.9 je pro ilustraci uvedena Petriho sit ¢asti paralel-
niho programu. Podobné obrazek 3.8 popisuje paralelismus procest
konzument a procesii konzument a producent.
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DEF

x+y

parbegin parbegin Su;

parend
else

| | parbegin
O
Sa;

parend ;

parend parend S

Obrazek 3.9: Petriho sit tiseku paralelniho programu

3.2 Definice sité

» Definice 3.1 St

Trojici N = (P, T, F') nazyvame siti, jestlize
1. P a T jsou disjunktni mnoziny a
2. FC(PxT)U(T x P) je binarni relace

Mnozina P se nazyva mnozinou mist (Places) sité N, mnozina 7" mno-
Zinou prechodi(Transitions) sité N a relace F' tokovou relaci (Flow
relation) sité N. O

Grafem sité nazyvame bipartitni orientovany graf, ktery vznikne
grafovou reprezentaci relace F'. Mnozina P U T je mnozinou vrcholt
grafu sité; mista jsou obvykle kreslena ve tvaru kruznic, prechody ve
tvaru obdélnikti nebo tsecek.

= Pfiklad 3.2
Trojice N = (P, T, F), kde
P = {p17p27p3}

T = {t1,t2}
F = {(p1.t1), (P2, t1), (3, t2), (t1, p3), (L2, p2), (t2, p2) }
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je sit. Graf sité N je vykreslen na obrazku 3.10. O

P P

Obrazek 3.10: Graf sité N

m Definice 3.2 Vstupni a vystupni mnozina prvku a mnoziny proki.

Necht N = (P, T, F) je sit. Pro vSechny prvky x € (PUT)
*r = {y|lyFx} se nazyva vstupni mnozinou (preset) prvku x.
x* = {y|zFy} se nazyva vystupni mnozZinou (postset) prvku x.

Pojmy vstupni mnoZina a vystupni mnoZina lze zobecnit také pro mno-
zinu prvka X C (PUT):

.X — U ...'lf
reX
X = U =*
reX
Ziejmé pro kazdé x,y € (PUT) plati: x € *y < y € 2°. O

» Definice 3.3 Viastni cyklus, cista sit.

Necht N = (P, T, F) je sit. Uspotdadana dvojice (p,t) € P x T se
nazyva vlastni cyklus (self-loop), jestlize pF't A tFp. Neobsahuje-li N
vlastni cyklus pak se nazyva cistou siti (pure net). O

DEF

DEF
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DEF

x+y

DEF

m Definice 3.4 Izolovany prvek.

Necht N = (P, T, F) je sif. Prvek € (P UT) se nazyva izolovany,
jestlize *x U z® = (). O

= Priklad 3.3
V siti z prikladu 3.2 plati napt.

*t1 = {p1,p2}
py = 1{t1}
{ti, t2}® = *{t1, L2} = {p1, P2, p3}

Tato sit je ¢istd a neobsahuje izolovany prvek. Naproti tomu sit z ob-
razku 3.3 neni ¢istd, protoze obsahuje vlastni cyklus (B, u). O

m Definice 3.5 Isomorfismus siti.

Necht Ny = (P, 11, F1) a Ny = (P, Ty, Fy) jsou dvé sité. Sité Ny a N
se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje bijekce ¢ : (PLUT}) < (PUTy)
takova, ze

.I'EP1<:>QO(.T>EP2

vy < o(r)Fyp()
O

Poznamenejme, 7Ze grafickd reprezentace sité, ve které nejsou vr-
choly explicitné pojmenovany, je jednoznacna az na isomorfismus. Ta-
kovou reprezentaci pouzivame v pripadech, kdy jména prvkd nejsou
dtlezita.
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Pojmy k zapamatovani
e sit, vstupni a vystupni mnozina prvku
e vlastni cyklus, ¢isté sit
e isomorfismus siti

Shrnuti

V této kapitole jsme se soustiedili na vysvétleni zakladnich koncepti
Petriho siti. Ukazali jsme si, jakym zptisobem modelujeme zménu
stavu systému v konecném automatu a v Petriho siti. A ze pravé
v popsaném rozdilu spoc¢iva divod, pro¢ se Petriho sité vyuzivaji
jako matematicky model paralelnich a distribuovanych vypocti.

Piiklady k procvic¢eni
1. Definujte pojem sif a uvedte jednoduchy piiklad.
2. Definujte pojem vstupni a vystupni mnozina.
3. Definujte pojem vlastni cyklus a ¢isté sit.
4. Definujte pojem izolovany prvek.

5. Za jakych podminek nazyvame dvé sité isomorfni?
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Cast I
C/E sité
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Kapitola 4

Sité z podminek a udalosti

Cas potiebny ke studiu: 9 hodin

Cile kapitoly

Tato kapitola predstavi ¢tenaitim zakladni koncepty C/E Petriho
siti a jejich matematické definice. Nejprve zavedeme pojem krok jako
vyskyt jedné udalosti nebo vice nezavislych udalosti. Nasledné zave-
deme ekvivalenci pro Condition/Event systémy a ukdzeme, jak muze
byt kazdy systém preveden na ekvivalentni bezkontaktni systém. Na-
konec probereme ptipadovy graf C/E systému. Tento graf poskytuje
prehled vSech ptipadi a krokii v systému.

Pruvodce studiem

Na tuto kapitolu navazuji ostatni kapitoly vénované C/E Petriho
sitim, proto je dikladnému pochopeni jednotlivych termind, vcéetné
vzajemnych souvislosti, vénovat nalezitou pozornost.

31
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4.1 Podminky a udalosti

V predchézejici kapitole jsme si pfedstavili zdkladni koncepty obec-
nych Petriho siti. Zaméfme se nyni na systémy zahrnujici podminky
(angl. conditions) a uddlosti (angl. events). Na obrazku 4.1 vidime
model s podminkami ,je jaro“, ,je léto“, ,je podzim“, ,je zima“ a
udalostmi ,zacatek jara“, ,zacatek léta“, ,zacatek podzimu“ a ,zaca-
tek zimy“. Podminky jsou grafiky reprezentovany kruznici a udalosti
¢tvercem. Splnéné podminky obsahuji znacku (angl. token), na ob-
razku 4.1 je to podminka ,jaro“. Mnozina podminek splnénych ve
stejny okamzik se nazyva pripad . V piikladu na obrazku 4.1 obsa-
huje kazdy pripad jen jednu podminku. Pfi provedeni (muZzeme fikat
i vyskytu) (angl. occurrence) udalosti nastava novy pripad. V nasem
modelu zmén roc¢nich obdobi se pfi provedeni udalosti vzdy presune
znacka do dalsiho ro¢niho obdobi.

Zatatek 1ata

jaro |eéto
Zacatek zacatek
jara podzimu
Zima poadzim

zacatek zirmy

Obrazek 4.1: Model zmén roc¢nich obdobi

Podminka a udalost spolu mohou byt ve vztahu:

1. Podminka zacne platit po provedeni udalosti. Podminku potom
nazyvame wvystupni podminkou (angl. postcondition) udalosti.
Graficky je tento vztah reprezentovan hranou vedouci z udalosti
do podminky.

2. Podminka plati pii provedeni udalosti. Podminku potom nazy-
vame vstupni podminkou (angl. precondition) udalosti. Graficky
je tento vztah reprezentovan hranou vedouci z podminky do uda-
losti.

Pokud neni podminka nijak ovlivnéna provedenim udalosti, zadna
hrana je nespojuje.

podminka

udéalost

pripad

vystupni podminka

vstupni podminka
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Do modelu zmén roc¢nich obdobi mtizeme pridat jesté dalsi pod-
minky a udalosti, jak vidime na obrazku 4.2, kde jsou oproti modelu
na obrazku 4.1 navic podminky ,zima nebo jaro“ a ,ne podzim“. Nyni
maji nékteré udalosti vice vstupnich a vystupnich podminek.

Zatatek 1ata

jaro |eéto

Zitma nebo jaro

Zacatek zacatek

jara ne podzim podzimu
L

Zima poadzim

zacatek zirmy

Obrazek 4.2: Alternativni model k pfikladu na obrazku 4.1

Podivejme se nyni podrobnéji na model zmén roc¢nich obdobi na
obrazku 4.2 a zaméifme se na ptipad, ve kterém mitize nastat udalost
yzacatek léta“. Ta mize nastat tehdy, kdyz jsou splnény podminky
,jaro“ a ,zima nebo jaro“ a jesté nenastalo ,léto“. Provedenim této
udalosti dostavame stav na obrazku 4.3. Re¢eno obecné, udalost mtize
nastat, kdyz jsou splnény vSechny jeji vstupni podminky a neni spl-
néna ani jedna z vystupnich podminek. Po provedeni udalosti presta-
nou platit vstupni podminky a za¢nou platit vystupni podminky.

Zatatek 1ata

jaro |eéto

Zitma nebo jaro

Zacatek zacatek

jara ne podzim podzimu
L

Zima poadzim

zacatek zirmy

Obrézek 4.3: Model z obrazku 4.2 po provedeni udalosti ,zacatek léta“
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4.2 Pripady a kroky

Podminky v C/E siti jsou reprezentovany S-prvky (angl. S-elements)
a udalosti T-provky (angl. T-elements). Protoze S-prvky a T-prvky in-
terpretujeme jako podminky (ném. Bedingung) a udalosti (ném. Ere-
ignis), piseme (B, E, F') misto (S,T, F').

» Definice 4.1 C/F sit
Necht N = (B, E, F) je sit.

1. Podmnozina ¢ C B se nazyva pripad (angl. case)

2. Necht e € E a ¢ C B. Udalost ¢ je proveditelnd,
presnéji c-proveditelnd, jestlize e Cc A e*Nc=10

3. Necht e € E, ¢ C B a necht e je c-proveditelna.
Piipad ¢ = (¢\%)Ue® se nazyva ndsledngm pripadem c (nésled-
nikem k ¢) pfi udalosti e. Piseme ¢ [e) ¢

O

Jak jsme si jiz ukazali v predchozi podkapitole, ptipad ¢ reprezen-
tujeme graficky tak, ze kreslime znacku v kazdé podmince ptislusejici
pripadu c.

Podle definice 4.1 mtze byt udalost e provedena jen, kdyz neni
splnéna zadna z podminek v jeji vystupni mnoziné e°®. Situace, kdy
néktera z vystupnich podminek brani provedeni udélosti e se nazyva
kontaktni situaci (angl. contact-situation). Tedy, Ze pro né&jaké ¢ a e
nastane ¢ C ¢ A e*Nc # (. Na prvni pohled nemusi byt jasné,
pro¢ neni dovoleno udalost e provést. Muzete napriklad namitnout,
ze kazda vystupni podminka, splnéna pred vyskytem udélosti e, zi-
stane splnéna i nadale po provedeni udalosti e. Zamysleme se nad du-
sledky. Pouzijeme-li prikladu 4.1, znamenalo by to napiiklad, Ze zacne
jaro, kdyz uz jaro je. Nebo Ze jednou zapsana pamétova buiika bude
prepsana znovu; ze plna sklenice bude znovu naplnéna; Ze jednou re-
zervované misto bude rezervovano znovu. Uvidime déle, jak mtzeme
takovéto pripady popsat, nalézt a predejit jim.

Nedovolit provedeni udalosti e v kontaktni situaci méa i forméalni
divody. Predpokladejme, Ze ptripustime nasledujici prechod:

h1 el h2 h1 e h2

O o, OO

DEF

kontaktni situace
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krok

Potom v nasledujici situaci, kdy udalosti e; a ey provedeme prave
jednou

b1 el h2 ez h3
bude zaviset na poradi jejich provedeni a nevime, zda vysledkem bude
pripad

g1 el

nebo piipad

el el

(Pg (Pg
L
be b

my ovSem chceme byt schopni explicitné rozlisit a sledovat, zda se
udélosti vyskytuji nezavisle nebo v uréitém poradi.

Udalosti jsou na sobé navzajem riizné zavislé. Napriklad v modelu
na obrazku 4.4 musi udalost e; nastat pred udalosti ez a ey, udalosti
se predchazi. Udalosti e a e4 tvori s udalosti e; alternativu k sobé
navzajem. Uddlosti e3 a e; mohou byt slouceny (kombinovany) do
jednoho kroku . Provedeni nékolika udalosti z mnoziny G' v jednom
kroku je mozné, kdyz jsou vSechny udalosti z G' proveditelné a jejich
vstupni a vystupni mnoziny jsou disjunktni. Mnozinu G nazyvame
nezdvislou.

h3 ed h&
-
el 1 e 2a
i} *
h2 e h4
-

Obrazek 4.4: Ilustracni model
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m Definice 4.2 Nezdvisla mnoZina, krok

Necht N = (B, E, F) je sit.

1. Mnozina udélosti G C E se nazyva nezdvisla (angl. detached),
jestlize Vey,eo € G: e1#ey = 1N e =0 =e}Ne}

2. Necht ¢, jsou pripady N a necht G C E je nezavisla mno-
zina udélosti. G se nazyva krokem (angl. step) z ¢ do ¢’ (no-
tace ¢ [G) ), jestlize kazda udélost e € G je c-proveditelna a

d=(c\"G)UG"*
O

V kroku ¢ [G) ¢’ vede mnozina udalosti G z pfipadu ¢ do piipadu ¢’
Pokud bude mnozina GG obsahovat jen jeden prvek, potom plati:
G ={e} : c|[G) ¢ & ¢ [e) ¢. Nésledujici lemma objastiuje nékteré
vztahy mezi ¢, G a .

® Lemma 4.1

Necht N je sit, G C Ey je nezavisla mnozina a ¢, ¢ jsou pripady z Cy,
potom: ¢ [G) ¢ & c\d="G A d\c=G* O

Obecné mame nékolik moznosti, jak zkombinovat udalosti do kroku.

V modelu na obrazku 4.5 mizeme nalézt dva kroky. Prvni krok {e;, e3}
z ptipadu {by, b2} do pfipadu {bs, b5} a druhy krok {e;,e3} z pfipadu
{by, b3} do pripadu {b4, bs}. Pokud je krok kone¢ny, mizeme jej také
realizovat provedenim jeho udélosti v libovolném poradi.

b1 ez ha el hd
LT hE ed
« (% )
R
h2 21 ha

Obrazek 4.5: Ilustracni model

DEF

Lemma
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Lemma

konflikt

zmatek

®m Lemma 4.2

Necht N je sit, ¢, ¢ pripady sité N a necht G je koneény krok z ¢ do
. Necht (eq,es,...,e,) je libovolné usporadani udélosti kroku G =
{e1, €2, ...,e,}. Pak existuji ptipady co, 1, ..., ¢, takové, ze

c=co,  =chpac_yle) e pro i=1,...,n O

Dikaz. Necht e,e’ € G a nechf ¢ je ptipad, ve kterém jsou prove-
ditelné ob& udélosti e,e’. Pak ®en®e =0 A e*Ne* = (. Takze
kdyz c [e) ¢, pak *¢’ C . Analogicky plati ¢* N ¢ = 0, a tedy €' je
proveditelna v ¢. Zbytek indukce. O

Predstavme si nyni dvé udalosti, které jsou v urcitém pripadu pro-
veditelné, ale maji spolecné nékteré podminky ze vstupnich nebo vy-
stupnich mnozin. Provedeni takovych dvou udélosti se bude vzajemné
vylucovat. Rikdme, ze udalosti jsou spolu v konfliktu (angl. conflict).

el

hd
-Exe
hh

-

=

Obrazek 4.6: Konflikt mezi udalostmi e; a e; v podmince bs.

Konflikt nemusi byt na prvni pohled v modelu patrny, jako na-
priklad na obrazku 4.7. Jestlize se udalost e; objevi pred udalosti e,,
konflikt mezi udalostmi e; a e3 nevznikne. Vyskytne-li se ovSem uda-
lost ey pred udalosti e;, pak vznikd konflikt mezi udalostmi e; a e3
v podmince b;. Protoze neexistuje zadna specifikace poradi provadéni
udélosti e; a eq, je tato situace oznacovana jako zmatek (angl. con-
fusion).
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b4 a1 a3 ha
1
eh ed (=}
b2 hi
h&
h3 ey ahb by

Obréazek 4.7: Zmatek (confusion)

4.3 Condition/Event systémy

Samotnd definice C/E sité nestaci k uplnému popisu realnych systémi.
Je nutné ji rozsirit o uvazovanou mnozinu piipadi C'. Napiiklad v mo-
delu na obrazku 4.1 by pro spravny popis ro¢nich obdobi nedaval smysl
pripad, kde by bylo splnéno soucasné vice podminek nebo kde by ne-
byla splnéna zadnd z nich. Mnozinu pripadi nazyvame pripadovou
tridou a predstavuje vSechny stavy, ve kterych se modelovany systém
miize nachazet.

Mnozina ptipadi C méa nasledujici vlastnosti:

1. Existuje-li krok G C E v pripadu ¢ € C, potom G vede znovu
do pfipadu z C' (kroky nevedou mimo C').

2. A naopak, pokud pfipad ¢ € C vyplyva z provedeni kroku
G C FE, tak situace, ze které jsme vysli byl také piipad z C
(jinymi slovy, pokud uvazujeme provadéni udalosti pozpatku a
sledujeme ptedchozi piipady, nachdzime jen ptipady z C).

3. Mnozina C' musi byt dostatec¢né velika:
(a) Pro kazdou udalost e € E existuje pfipad ¢ € C, ve kterém

je udalost e proveditelna.

(b) Kazda podminka b € B patii alespon do jednoho ptipadu
z C, avsak ne do kazdého. To vylucuje smycky a izolované
prvky.

pripadova tiida
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DEF

Veéta

V C/E systému se ddle nedovoluje, aby mély dvé podminky shodné
vstupni a vystupni mnoziny. Takové podminky by mély v kazdém
z moznych piipadi stejné znaceni a lze je nahradit jedinou podmin-
kou. Obdobné se nedovoluje, aby mély dvé udalosti shodné vstupni
a vystupni mnoziny. Takové udalosti by byly proveditelné ve stejnych
pripadech a provedeni kazdé z nich by vedlo do stejného pripadu. Uda-
losti by tak byly od sebe nerozpoznatelné (systém pozorujeme z hle-
diska zmény ptipadi). Tim se vyloudi vlastni smycky (angl. self-loop) a
izolované podminky. Je také nutné vyloucit izolované udalosti, jejichz
provedeni by také nebylo rozpoznatelné na zméné pripadu.

» Definice 4.3 C/FE systém
Ctvefice ¥ = (B, E, F, () se nazyva C/E systém, jestlize:
1. (B, E, F) je jednoduch4 sif bez izolovanych prvkia, BU E # ()

2. C' C 28 je ekvivalen¢ni t¥idou vzhledem k relaci dosazitelnosti

o def,
Ry, = (rsUrg)*, kde ry; C 25 x 25 je ddna vztahem cirsco &

3G C E: ¢1 [G) ¢z C se nazyva pripadova t¥ida (angl. case class)
sité 2.
3. Ve e E Jc €C tak, ze e je c-proveditelna
O

C/E systémy nemaji pocatetni stav a kazdy z ptipadu z pfipa-
dové tridy vede k vytvofeni stejné pripadové t¥idy. Na obrazku 4.8 je
uveden piiklad jednoduchého C/E systému. V grafickém vyjadteni je
jeho pripadové tiida zadana jedinym piipadem {b;} a celd ma tvar

C= {{b1}7 {b2}7 {b3}7 {b4}}'

m Véta 4.1

Necht ¥ je C/E systém.
1. By #0 N Ex#0 AN Fx#0
2. ProceCy,d C By aGC Ey

clGyd = dely
d[G)ec = dely

3. VbeBy de,de Cx tak,zebec N b¢

4. ¥ je cist4 sit
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b1

e b2
(O—

gz

23 ha

b3

O

Obréazek 4.8: Jednoduchy C/E systém

m Véta 4.2

Véta

Necht ¥ je C/E systém a necht # C 28 x 28 je relace definovana

~ def. . v \-
vztahem c¢;7c; <= de € Ey: ¢ [e) co. Je-li Ey konetnd mnozina,

pak Ry = (7 U7™1)"

O

Dikaz. Pro R = (7 U# 1)* plati trividlng R C Ry. Protoze Ey je
konecn4, kazdy krok sité ¥ je konecny, a proto z Lemma 4.1 plyne
re C7* argt C(r~1)*. Z toho pak dostaneme Ry C R. 0

4.4 Cyklické a zivé systémy

» Definice 4.4 Cyklicky C/E systém

DEF

C/E systém X se nazyva cyklicky, jestlize V1, co €Cs: cqres 0

m Véta 4.3

Veéta

Necht ¥ je cyklicky C/E systém a necht ¢ € Cy. Pak Cy, = {/|crycd}

O

= Definice 4.5 Zivy C/E systém
C/E systém X je Zivy, jestlize Ve € Oy, Ve € By, 3¢ € Cyx, takovy, Ze

cricd a e je d-proveditelna.

DEF

O
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Véta

DEF

m Véta 4.4
Kazdy cyklicky C/E systém je Zivy. O

Dikaz. Necht ¢ € Cy; a e € Ex,. Podle Definice 4.3 existuje ¢’ € Cx,

takovy, ze e je -proveditelné. Podle Definice 4.4 plati cric. O
eh a3 b2
-
h1
hd
eh
ha el hB6 e e4 b3

Obrazek 4.9: C/E systém, ktery je zivy, ale neni cyklicky

Systém na obrazku 4.9 je zivy, protoze mizeme z kazdého pripadu
pokracovat pres néjakou udalost do dalsiho pripadu. Tento systém
ovSem neni cyklicky, protoze pfipad {bs, b} neni reprodukovatelny (jiz
se do néj nelze vratit).

4.5 Ekvivalence C/E systému

Dva C/E systémy nazyvame ekvivalentni, jestlize si jejich piipady a
kroky navzajem odpovidaji zptisobem uvedenym v nésledujici definici.

» Definice 4.6 Ekvivalence C/E systémi
Necht ¥ a ¥/ jsou C/E systémy.

1. Jsou-li dany bijekce v: Cy — Cx a €: Eyxy — FEys/, pak sys-
témy ¥ a X' nazyvame (7, €)-ekvivalentni, jestlize pro vSechny
pripady c¢1,co € Cx a vSechny mnoziny udalosti G C FEys plati:
¢ [G) 2 & (a1) [e(G)) (e2)

2. ¥ a Y jsou izomorfni (angl. isomorphic), jestlize sité (By, Fy, Fy)
a (Byy, Esy, Fyy) jsou izomorfni pfi bijekci [ a jestlize c€ Oy, <
{B(b) | bec} eCyx
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O
Notace: Jsou-li ¥ a ¥’ ekvivalentni, piseme ¥ ~ Y.
= Véta 4.5
~ je relace ekvivalence. O
= Véta 4.6
Ekvivalentni C/E systémy maji vzdy stejny pocet pripadi, udalosti a
kroki. Mohou se lisit v mohutnosti mnozin podminek. O
Tacatek jara hz Tacatek zimy
(¥ .
b1 zatatek puMémméta b3
»

Obréazek 4.10: C/E systém ekvivalentni se systémy z obrazku 4.1 a 4.2

Systémy na obrazku 4.1, 4.2 a 4.10 jsou ekvivalentni. Ekvivalence
mezi systémy na obrazku 4.2 a 4.10 neni na prvni pohled patrna, proto
si ji popiSeme podrobnéji. Oba systémy maji shodny pocet krokiu a
pripadt. Kroky jsou tvofeny samostatnymi udalostmi a pfimo si od-
povidaji i jejich nazvy. Pripadova tiida u systému na obrazku 4.10
je zvlastni tim, Ze v jednom z pripadi neni splnéna ani jedna pod-
minka. U udalosti ,zacatek jara“ a ,zacatek zimy“ se vyuziva jejich
prazdné vstupni, resp. vystupni mnoziny (znacky se ndm ,generuji“
a ,ztraceji*). Prifazeni pfipadi ze systému z obrazku 4.1 k pfipadim
ze systému na obrazku 4.10 je nasledujici:

{b1,b,} =  {jaro}

{bl, bg} = {létO}

{bs, b3} = {podzim}
0 = {zima}

m Véta 4.7
Necht ¥ a ¥/ jsou ekvivalentni C/E systémy.

1. ¥ je cyklicky <= ¥ je cyklicky

2. ¥ je zivy <= Y/ je zivy

Veéta

Veéta

Véta
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O
Sekven¢ni C/E systémy s jednoprvkovymi piipady (napiiklad sys-
tém z obrazku 4.1) odpovidaji koneénym automattim. Ekvivalence
mezi dvéma takovymi systémy se shoduje s izomorfismem.
Lemma = Lemma 4.3

DEF

Lemma

Necht ¥ a 3 jsou C/E systémy, pro které plati Vee Cx UCyx: |c| = 1.
¥ a ¥’ jsou ekvivalentni, pravé kdyz jsou izomorfni. O

4.6 Bezkontaktni C/E systémy

V podkapitole 4.2 jsme si povédéli, v ¢em nam vadi kontaktni situace.
Nyni si ukdzeme, Ze kontaktu se 1ze vyhnout transformaci C/E systému
na ekvivalentni bezkontaktni C/E systém. K tomu pfiddme pro kazdou
podminku b jeji komplement b takovy, ze v kazdém z piipadu plati
pravé b nebo b'.

» Definice 4.7 Komplement podminky, uplny C/E systém
Necht ¥ je C/E systém a necht b, b’ € By.
1. O se nazyva komplement (angl. complement) b, jestlize b = V'
a b. — .b/

2. ¥ se nazyva uplny (angl. complete), jestlize kazdy prvek b € By,
mé komplement V' € By,

O

» Lemma 4.4
Necht ¥ je C/E systém a necht b € By..
e ) ma nejvyse jeden komplement; oznacme jej b

Jestlize b ma komplement Z, pak

o~

e bmé komplement a b="b
e Vee(Cy: bec V bec

Je-li ¥ uplny C/E systém, pak
o Ve e Eyx: |% = |e*

e Vce Cs: || =1|By]
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a1

faze]

el

Obrazek 4.11: Podminka b a jejf komplement b

» Definice 4.8 Komplementace C/E systému

Necht ¥ je C/E systém a necht B C By je mnozina podminek, které
nemaji komplement v By. Pro kazdé b € B necht b oznacuje novy
prvek. Polozme F = {(e,b)| (b,e) € iy, A be B} U {(be)| (e,b) €
Fs A beB}.Proce Cgnecht p(c)=c U {bjbe B A b¢c}
Pak C/E systém & = (By U {b| b € B}, Ex,Fs, U F,o(Cy)) je
komplementaci systému 3. ¢(c) je komplementaci c. 0

m Véta 4.8
Necht ¥ je C/E systém a ¢ € Cf.

-~
o~ ~

1. ¥=%
2.Vbe By Vee Oyt beyp(c) & géap(c)
3. c=p(c) N By

O

Notace: Necht ¥ je C/E systém a necht e € Fsx. Ozna¢me ~e,
resp. e~ preset resp. postset udalosti e v ¥ (na rozdil od %, e® v X).

m Véta 4.9

Necht 3 je C/E systém a necht G C FEx, a B je mnozina podminek,
které nemaji komplement.

1. " G=G U {b|beB A beG*}
G- =G U {beB A be G}

2. °G="G N BE,G.:G_ N By

DEF

Veéta

Véta
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LN
&

el e3
4]
h2 h3
&
el ed

W

Obrazek 4.12: Ilustrativni C/E systém ¥

h1 h1
el el
ea
n, n,
h2 h2 h3 h3

ez ed

n
hd hd

Obréazek 4.13: Komplementovany C/E systém S od C/E systému %
z obrazku 4.12

Na obrazku 4.13 jsou Cervené zvyraznény piidané komplementarni
podminky.
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= Véta 4.10

Jeli & komplementaci systému X, pak Say jsou ekvivalentni. O

» Definice 4.9 Bezkontaktni C/E systém

Necht ¥ je C/E systém. X se nazyva bezkontaktni (angl. contact-free),
jestlize pro kazdé e € Ex, a kazdé ¢ € C, plati:

1. Cc = e CBg\c

2.¢*Cc = *CBsg\c

] B

(e )—»

Obrazek 4.14: Podminka 2. neplyne vzdy s 1.

= Véta 4.11

1. Kazdy tplny C/E systém je bezkontaktni
2. Pro kazdy C/E systém existuje ekvivalentni bezkontaktni systém

3. Je-li ¥ bezkontaktni, pak Ve € Fx: ¢ #0 N e* # 0
O

Samoziejmé ne kazdy bezkontaktni C/E systém je uplny, napiiklad
C/E systémy na obrazku 4.1, 4.2, 4.7, 4.5 a 4.4.

4.7 Pripadové grafy

Pripadovy graf je orientovany graf zobrazujici vztah mezi pripady
z pripadové tiidy daného C/E systému v zavislosti na provadéni uda-
losti. Poskytuje nam uceleny pohled na vsSechny pripady prislusného
C/E systému. V grafické reprezentaci uzly predstavuji piipady sys-
tému a hrany reprezentuji kroky mezi ptislusnymi pripady. Hrany jsou
ohodnoceny mnozinou udalosti predstavujici dany krok, uzly mnozi-
nou podminek ptedstavujici dany pripad.

Véta

DEF

Véta
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DEF

Véta

Véta

m Definice 4.10 Pripadovy graf

Necht ¥ je C/E systém,  necht je mnozina vSech kroki systému 3
a necht H je mnozina H = {(c1,G,c2) € Cs x v x Cxg| &1 [G) 2}
Pak graf &y, = (Cy, H) se nazyva pripadovy graf (angl. case graph)
C/E systému . O

{b1}

{e5}

> {b4,b5}

(e3} {b4,b3} /

{e4}

{b2,b3}

{ea) _»{b2.bs) %)
/ {e3,e4}

Obréazek 4.15: Piipadovy graf odpovidajici C/E systému z piikladu 4.4

= Véta 4.12

C/E systém X je cyklicky, pravé kdyz je jeho ptipadovy graf silné
souvisly. O

Dikaz. X je cyklicky & Ve, € Cx: (cryd) & Ve d
Cs. E'Gl,...,Gne’)/ HCO,...,CNGCE:CO[Gl)Cl...[Gn>Cn VAN
¢c N ¢, =c & Dy je silné souvisly

ol m

= Véta 4.13

C/E systém X je zivy, kdyz a jen kdyz pro kazdé ¢y € Cy a pro kazdé
e € By, existuje cesta v @5 cohicy ... cp_1hncy, kde h, = {e}. O

Dikaz. ¥ jezivy << Ve € Cy Ve € By de,d € Oy corie A
cley d < v ®existuje cesta cohy ... ch_1hncy, kde ¢, = ¢, by, = {e}
ac,=~c O



4.7. PRIPADOVE GRAFY

= Véta 4.14

Dva C/E systémy jsou ekvivalentni, pravé kdyz jsou jejich ptipadové
grafy izomorfni. O

Ne kazdy graf mtizeme chapat jako pfipadovy graf C/E systému.

Naprtiklad graf v prikladu 4.16 neni pfipadovym grafem zadného C/E sys-

tému. V pripadé c; jsou proveditelné udalosti e; a ey. Jestlize existuje
konflikt mezi e; a ey, pak ey neni co-proveditelna a graf nesmi mit
hranu (e, {es}, ¢4). Jestlize tento konflikt neexistuje, pak e; je prove-
ditelnd také v 3 a tudiz chybi hrana (c3, {e1}, cq).

cl
/ K
02 C3
R
c4

Obrézek 4.16: Graf, ktery neni pfipadovym grafem C/E systému

V silné paralelnich systémech se piipadovy graf stava velmi slozi-
tym. Krok, ktery obsahuje n udalosti generuje 2" — 1 hran v ptipado-
vém grafu.

m Véta 4.15
Necht ¥ je C/E systém, ¢1, o, c3 € Csy a G1, Gy C Ex..
1. Jestli ¢;G1cyGacs je cesta v @y, pak G; N Gy =)

2. Necht G; N Gy = 0. Jestli ¢;(G; U Gy)cg je hrana v @y, pak
existuje ¢ € Cy, tak, ze ¢;G1cGacs je také cesta v ®y.

O

Dukaz.

l.eeG = cN%=0 = ecnenicy-proveditelnd = e ¢ Gy

2. Cl(Gl U GQ)CQ je hrana & = C1 [Gl U G2> C2 =
C1 [G1> c N c [Gg) Co, kde ¢ = (Cl\.Gl) U G;

O

Véta

Véta
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Pojmy k zapamatovani
e C/E sit, pripad, krok, konflikt
e C/E systém, piipadova ttida, cyklicky a zivy C/E systém

e ckvivalence C/E systému, komplementace, bezkontaktni
C/E systém

e pripadovy graf

Shrnuti

Tato kapitola si kladla za cil uvést ¢tenafe do zédkladti C/E Petriho
siti. Nadefinovali jsme si C/E systém jako jednoduchou sit bez izolo-
vanych prvki rozsitenou o ptipadovou tridu. Na konci kapitoly jsme
zavedli pripadové grafy, které jsou jednou z nejcastéji pouzivanych
moznosti analyzy C/E systémui. Zobrazuji ucelené vSechny pfipady
z pripadové tiidy a vSechny proveditelné udalosti v jednotlivych pii-
padech. Lze z nich také snaze rozpoznat, zda jsou dva systémy ekvi-
valentni, takové systémy maji izomorfni ptipadové grafy.
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Piiklady k procvic¢eni

1. K C/E systému na obrazku vytvoite ekvivalentni C/E systém

s minimalnim poc¢tem podminek.
b3

2. Sestrojte ptipadovy graf a vypiste piipadovou tfidu C/E sys-

tému na obrazku.
bl b4

O—
b3

e3 e4
b2 b5

3. Definujte pojmy C/E sit a C/E systém.
4. Definujte pojem bezkontaktni C/E systém.

5. Definujte pojem ptipadovy graf a neformalné popiste algorit-
mus jeho konstrukce.
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Kapitola 5

Procesy C/E systému

Cas potiebny ke studiu: 9 hodin

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je definovat procesy C/E systémi pomoci vysky-
tovych siti. K tomu si nejprve zavedeme pojmy z castecné usporada-
nych mnozin a nadefinujeme s nimi vyskytové sité. Procesy potom de-
finujeme jako zobrazeni z omezené vyskytové sité do bezkontaktniho
C/E systému. Toto zobrazeni musi jesté spliiovat dalsi pozadavky vy-
svetlené dale v této kapitole. Budeme také hledat vztah mezi procesy
a cestami v pripadovém grafu.

Pruvodce studiem

Na tuto kapitolu navazuji ostatni kapitoly vénované C/E Petriho
sitim, proto je dikladnému pochopeni jednotlivych termind, vcéetné
vzajemnych souvislosti, vénovat nalezitou pozornost.

53
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5.1 Problém reprezentace procesu

Na prvni pohled by se mohlo zdat jednoduché definovat proces C/E sys-
tému jako cestu v jeho pripadovém grafu. Takova reprezentace by
ovSem nebyla zcela adekvatni. Uplné sefazeni prvkel ndm nedava zad-
nou informaci o tom, zda se udalosti ve skutec¢nosti vyskytovaly jedna
za druhou nebo zda jsou na sobé nezavislé. Castecné usporadani, ve
kterém jsou udalosti provadény, je v piipadovém grafu popsano pouze
nepirimo a to mnozinou vsech moznych vyskyti udalosti jako posloup-
nost krokt.

Musime proto hledat vhodnéjsi popis procest, ktery je predevsim
jednoznac¢ny a zobrazuje explicitné, zda se udalosti provedly soubézné.
Uvazujme takovy popis jako zaznam vyskytt udalosti a zmén prislus-
nych podminek. Polozky v takovém zaznamu jsou ¢aste¢né usporadané
relaci ,,a je kauzalni predpoklad pro b“. Opakovani stejné udalosti nebo
stejné podminky je zaznamenano jako nova polozka.

Reprezentaci uvedeného zaznamu provedeme siti, jako naptiklad
na obrazku 5.1, ktery odpovida provedeni posloupnosti
{01} [e1) {02, 03} [e3,€a) {ba; b5} [e5) {01} [e1) {b2, b3} [e2) {01} [er)
{ba, b3} [es) {bs,bs} v C/E systému na obrazku 5.2.

Obrazek 5.1: Sifova reprezentace procesu

h3 ed ha
g1 h1 el ea
|l [
h2 =X ha

Obrazek 5.2: Hustrativni C/E systém
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DEF

DEF

V sifové reprezentaci procest odpovidaji T-prvky provedeni udé-
losti. T-prvky jsou oznacené nazvem prislusné udalosti. Dva T-prvky
se stejnym oznacenim predstavuji dva rozdilné vyskyty stejné udalosti.
Podobné S-prvky jsou oznacené nazvem piislusné podminky. Nazvy
T-prvki a S-prvki sité neuvadime, protoze pro nas nejsou dulezité.

Jak je vidét na obrazku 5.1, S-prvky nejsou vétveny, protoze kon-
flikty v C/E systému na obrazku 5.2 (mezi udalostmi {es} a {e3, e4})
jiz byly vyteseny provedenim udéalosti v konkrétnim potadi.

5.2 Casteéné uspoiradané mnoziny

Ukazeme si nyni nékteré vlastnosti relace, kterd popisuje vztah ,kauzalni
zavislosti a nezavislosti®.

» Definice 5.1 Cdstecné usporddani

Necht M je mnozina. Binarni relace p C M x M se nazyva castecné
usporddani (angl. partial order), jestlize Va,b,c € M

1. =(apa) [p je ireflexivni]
2. apb N bpc = apc [p je tranzitivni]
Casteéné usporadani p budeme zapisovat symbolem < (bez ohledu na

nosi¢). Ddlea <b < a<b V a=0b O

m Definice 5.2 Relace podobnosti, oblast

Nechf A je mnozina. Binarni relace p C A x A se nazyva relaci podob-
nosti (angl. similarity relation), jestlize

1. Va € A: apa [p je reflexivni]
2. Ya,be A: apb = bpa [p je symetricka]

Podmnozina B C A se nazyva oblasti (angl. region) relace podob-
nosti p, jestlize

1. Ya,b € B: apb [p je Gplnou relaci na B|

2Vae A: a¢ B = dJbe B: —(apb) [B je maximalni
podmnozina, na které je p tplné]
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m Véta 5.1
Necht p je relace podobnosti na A.
1. Kazdy prvek a € A patii alesponi do jedné oblasti relace p.

2. Z4dna oblast neni vlastni podmnozinou jiné oblasti. Oblasti ne-
prazdné mnoziny A nejsou prazdné.

3. Je-li p zaroven ekvivalence, pak jeji oblasti jsou shodné s tfidami
rozkladu generovaného touto ekvivalenci.

O

Konec¢nou relaci podobnosti nad mnozinou A reprezentujeme gra-
ficky neorientovanym grafem, kde A je mnozina vrcholt a
K = {(a,b)] a # b A apb} je mnozina hran. Ptiklad grafické re-
prezentace relace podobnosti je na obrazku 5.3, jednotlivé oblasti jsou
ohraniceny carkované.

- = ~
/ / < N
/ \ \
| ’ !
S l
\ / /
N N a4 /
~ /) 2
| \\\ -
]
‘ I
N \
(:/ \0/

Obrazek 5.3: Relace podobnosti a jeji 4 oblasti

m Definice 5.3 Relace li a co
Necht A je ¢asteéné usporddand mnozina.

1. Necht [t C A x A je bindrni relace a li b < a<b V b<

a V a=b
2. Necht co C Ax A je binarni relaceacob < —(alib) V a=5b
tzn.acob & —(a<b) A ~(b<a) V a=b
O

V relaci li jsou prvky fazeny linearné (jsou na jedné piimce). V re-
laci co jsou prvky soubézné (jsou k sobé ,paralelni®).

Véta

DEF
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Véta m Véta 5.2

Necht A je ¢astecné usporadand mnozina a necht a,b € A.
l.alib V acob

2.alib N acob & a=0D

Véta m Véta 5.3

Pro kazdou ¢astecné usporadanou mnozinu jsou binarni relace [i a co
relacemi podobnosti. O

Obrazek 5.5 zobrazuje relaci [i a obrazek 5.6 relaci co z ¢astecné

usporadané mnoziny na obrazku 5.4.

a__, b » C

.

d

e

f % g

Obrézek 5.4: Casteéné usporadand mnozina

AN
<3\,

c a

Obrazek 5.5: Odpovidajici graficka reprezentace relace [i
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VAV

Obrazek 5.6: Odpovidajici graficka reprezentace relace co

» Definice 5.4 Retéz, vez

Necht A je ¢asteéné usporadand mnozina a B C A.
1. B se nazyva retézcem (angl. line), je-li oblasti li

2. B se nazyva rezem (angl. cut), je-li oblasti co

» Priklad 5.1

Céstecné uspotadani z obrazku 5.4 mé:
e 3 fetézce: {a,b,c}, {e, f,q}, {a,b,d, f, g}

o 5 fezit: {e,a}, {e,b}, {e.d,c}, {f.c}, {g.¢}

m Véta 5.4

Necht A je ¢asteéné usporadand mnozina a B C A.
1. B je fetézcem, pravé kdyz

(a) Va,be B: a<b V b<a V a=b
(b) Vae A\B dbe B: =(a<b V b<a)

2. B je fezem, pravé kdyz

(a) Va,be B: =(a<b V b<a)
(b) Vae A\B Ibe B: (a<b V b<a)

DEF

x+y

Veéta
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DEF

Veéta

Veéta

m Definice 5.5 Omezend mnozina

Necht A je ¢astecné usporddand mnozina a B,C C A.

1. Mnozina A se nazyva omezend (angl. bounded), jestlize existuje
n € N takové, ze pro kazdy fetézec mnoziny A plati |L| <n

2. B predchdzi (angl. precedes) C (piseme B < ('), jestlize Vb €
B VYeeC: b<c V bceoc
(B<Czati B<CaB#()

3. Necht B~ ={a € A| {a} < B} a Bt ={a € A| B <{a}}

4. Nech B={be B|W € B: beoll V b<b}aB° ={be
B|WY €B: beoll vV U <b}.

O

Ztejmeé °A obsahuji ,minimalni prvky“ mnoziny A a A° pak ,ma-
ximalni prvky* mnoziny A.

m Véta 5.5

Je-li A omezena ¢astecné usporadand mnozina, pak °A a A° jsou fezy.
O

Dikaz. Necht a,bjsou libovolné prvky °A. Pak a co b, protoze —(a <
b V b<a). Necht c € A\A a necht L je Fetézec a ¢ € L. Protoze L
je kone¢nd mnozina, existuje d € L N °A, a proto d < c¢. Podle véty
5.4 (2) je °A fezem. Pro A° analogicky. O

m Véta 5.6

Necht A je ¢astecné usporadand mnozina, L Fetézec a D Fez mno-
ziny A. Pak |[L N D| < 1. O

Dikaz. Necht a,b € L N D. Pak a li b, protoze a,b € L. Avsak
a co b, protoze a,b € D. Podle véty 5.2 (2) je a = b. O

Véta 5.6 nam 1ika, Ze Tez a Tetéz maji nanejvyse jeden spolecny
prvek.
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DEF

m Definice 5.6 K-hustd mnozina

Céstecné usporadand mnozina A se nazyva K-hustd (angl. K -dense),
jestlize kazdy tetézec mé neprazdny prinik s kazdym fezem. a

Céstecné usporadani na obrazku 5.4 je K-husté. Avsak ne kazdé
castecné usporadani je K-husté, jak ukazuje obrazek 5.7,
kde {c,b} N {a,d} =10

a » b

C » d

Obrézek 5.7: Casteéné usporadana mnozina, kterd neni K-husta

5.3 Vyskytové sité

Viskytové sité si zavedeme jako sité bez cykli, kde S-prvky nejsou
vétveny. Dostavame tak castecné usporadani prvkia vyskytové sité a
budeme moci pouzivat pojmy fetézce, fezy, omezenost a K-hustota,
zavedené v predchozi podkapitole.

DEF

» Definice 5.7 Vyskytova sit

Sit K = (Sk, Tk, Fi) se nazyva vyskytovd sit (angl. occurrence net),
jestlize

1. Va,be K: aFfb = =(bFfa), tj. K nemd cykly

2. Vs € Sk: || <1 A |s*] <1, tj. mista sité nejsou vétvena

m Véta 5.7 Véta

Necht K je vyskytova sit. Relace < definovéna: a < b &y up b

pro vSechna a,b € K je ¢astecné usporadani na K. O
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DEF m Definice 5.8 S-rez
S-rezem (angl. slice) nazyvame fez, ktery obsahuje pouze mista. Ozna¢me
sl(K) mnozinu vSech S-fezu sité K. O
sl t1 s2

0=

s4 t3 s6

O

s3 t2 s5

0=

Obréazek 5.8: Priklad vyskytové sité

xty = P¥iklad 5.2
Sit z obrazku 5.8 mé 3 fetézce, 11 fezl a z toho 5 S-fezu:
e fetézce: {517 t17 52, t37 86}7 {537 t27 S4, t37 86}7 {837 t27 S5, t37 56}
L fez}“ {51783}7 {SlatZ}a {81784785}7 {t1783}7 {t17t2}7 {t1754785}7
{s2, 83}, {s2,t2}, 5 {52, 54,85}, {3}, {s6}
L S_fezy: {Slv 83}7 {517 Sy, 55}’ {527 S3}a {527 Sa, SS}a {86}
O
Véta m Véta 5.8
Kazda omezena neprazdna vyskytova sit je K-husta. O

sO t1 sl 12 s2 t3

OA oA O
Hu s

5

Obrazek 5.9: Sif, kterd neni K-hustd




5.4. PROCESY C/E SYSTEMU

Na obrazku 5.9 je uvedena neomezené vyskytova sit, ktera tedy
neni{ K-husté, protoze {sg,t1,1,...} N {s],85, ...} =10

Pokud by tato sif byla konecné, pak by muselo platit
|{$0,t1, S1y.-- ,tn, S;L} N {8/1, ey S;LH =1

5.4 Procesy C/E systému

Proces definujeme jako zobrazeni z omezené vyskytové sité do bezkon-
taktniho C/E systému, které splituje 2 pozadavky:

1. Kazdy S-fez sité je injektivné zobrazen na néjaky pripad C/E sys-
tému

2. Zobrazeni T-prvku vyskytové sité na udalosti C/E systému re-
spektuje okoli udalosti

Omezeni na bezkontaktni C/E systémy neni nijak tvrdé, protoze kazdy
C/E systém muzeme pfevést na ekvivalentni bezkontaktni C/E sys-
tém, jak jsme si ukdzali v predchozi kapitole o C/E systémech.

Pro¢ musi byt proces definovan na bezkontaktnim C/E systému
si ukdzeme na obrazku 5.10. Udalost e; mutze byt provedena az po
provedeni udalosti ey, protoze se nachéazi v kontaktni situaci. V pro-
cesu popisujicim pfesné poradi provedeni udalosti e; a e, musi byt
jasné patrné, ze pred provedenim udalosti e; prestala platit podminka
by. A toho nelze dosdhnout jinak, nez zavedenim komplementu pod-
minky bs.

b1 el b2 ez b3

O NSO NS

Obrazek 5.10: Kontaktni situace

m Definice 5.9 Proces

Necht K je omezend vyskytova sif a necht ¥ je bezkontaktni C/E sys-
tém. Zobrazeni p: K — 3 se nazyva proces (angl. process) systému X,
jestlize pro kazdy S-tez D sité K a kazdy prechod t € Ty plati:

1. p|D je injektivni a p(D) € Cx

2. p(t) ="p(t) A p(t*) = p(t)°

DEF
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O
V grafické reprezentaci procesi p : K — X je kazdy prvek z sité
K oznacen (angl. labelled) svym obrazem p(z), jak jsme si jiz ukéazali
na obrazku 5.1 na zacatku kapitoly.
Véta m Véta 5.9
Pro kazdy proces p : K — X plati:
1. p(Sk) € By AN p(Tk) € Ex, tj. p zachovava druhy
2. Vo,y € K: oFgy = p(z)Fsp(y), tj. p zachovava relaci toku
3. Ve,y € K: p(x) =ply) = xliy, tj. podminky a udélosti
nejsou vzajemné soubézné
4.Vt e Tg: t#0 AN t*# (), tj. uddlosti maji predchidce a
nasledniky
5. pro kazdy tez D sité K: p|D je injektivni
(I
Véta m Véta 5.10
Necht p : K — X je proces, necht pro T' C Ty plati Vi, t, € T :
t1 co ts. Pak 301,02 c Cg: C1 [p(T)) Co. O

DEF

Veéta

Dikaz. ZiejméVsy, sy € *T: s1 co so. Pak tedy existuje D € sl(K),
pro ktery *7" C D. Podle definice 5.9 p(D) € Cx a *p(T") = p(*T') C
p(D). Déle Vs € T* 3Js; € D takové, ze s; < s. Proto T* N D =)
a také p(D) N p(T*) = p(D) N p(T)* = 0. Tudiz p(T") je p(D)-
proveditelny krok.

O

m Definice 5.10 Izomorfni procesy

Dva procesy p1: K1 — X apy: Ky — ¥ od C/E systému X nazyvame
izomorfni (angl. isomorphic), jestlize K je (-izomorfni k K, a Va €
Ky i pi(x) = pa(B(2)). H

= Véta 5.11

Kazdy bezkontaktni C/E systém je plné charakterizovin mnozinou
svych procesi. Proces p: K — X je skutecné reprezentovan mnozinou

dvojic {(z,p(x))| x € K}. O
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= Véta 5.12

Necht ¥, ¥ jsou dva bezkontaktni C/E systémy a nechf P; jsou mno-
ziny procesu systému %; (i = 1,2). Pak P, =P, < X; = X,. O

Dikaz. Necht ¥, = (B;, B, F;,C;), i = 1,2 a necht ¥, # 3. Pak
existuje b € By U By nebo e € By U Es nebo c € C; U Cy takovy,
ze b € B\ By nebo e € E1\E; nebo (b, e) € Fi\F; nebo (e,b) € Fi\F,
nebo ¢ € C7\Cy. Pak ale existuje krok ¢; [€/) ¢y v 3, ktery neni mozny
v 3y (vyber b € ¢; U ¢y nebo € = e nebo ¢ = ¢; nebo ¢ = ¢3). Pro
K = (S, {t}, F) necht p: K — ¥ je proces, pro ktery p(°K) = ¢,
ap(K°)=cyap(t)=¢.Pakpe P\ P 0

5.5 Kompozice procesi

Za predpokladu, ze proces p; konéi ve stejném piipadu (stavu), ve
kterém proces py zacina, definujeme kompozici jako p; o po

® Lemma 5.1

Je-li p: K — ¥ proces, pak °K a K° jsou S-fezy mnoziny K. O

Dukaz. Podle véty 5.5 jsou °K a K° fezy mnoziny K. Protoze X je
bezkontaktni, pak pro kazdé ¢ € Ex je % # ) a e* # (). Z definice
5.9 (2) plyne °K U K° C Sk. O

® Lemma 5.2

Necht p;: K; — X, i = 1,2 jsou dva procesy, pro které p;(K7) =
pa2(°K). Pak existuje pravé jedna (az na izomorfizmus) vyskytova sit K

a S-fez D této sité a proces p: K — X takovy, Ze p|D~ = p; a
p|D* = po O
Dikaz. Necht K; = (5;,T;, F;), i = 1,2 anecht (S; U T1) N (S U

Tg) = Klo = OKQ. Pak Sit’ K= (Sl U Sg,Tl U TQ,Fl U Fg), D= Klo

°Ks a proces p definovany predpisem p(z) = p;(z) SO K;,
1 = 1,2 splnuje tvrzeni lemmy. O

Véta

Lemma

Lemma
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DEF

Veéta

Véta

DEF

m Definice 5.11 Kompozice procesi

Necht py, ps, p jsou procesy spliiujici lemma 5.2. Proces p se nazyva
kompozici procest p; a ps. Kompozici procesi zapisujeme p = p; o po
O

Priklad kompozice procesii je uveden na obrazku 5.11.

@@@

G| @ @ =
clC

pl p2 p

Obrazek 5.11: Kompozice procesi

= Véta 5.13

Necht p: K — ¥ je proces a necht D je S-fez mnoziny K. Necht
p~ = p|D” apt = p|DT. Pak p~ a p' jsou procesy a p = p~ o p™.
(Kazdy S-fez déli proces na zkomponovatelné podprocesy.) O

= Véta 5.14

Necht pq, p2, p3 jsou procesy, pro které jsou definovany p; o py a ps o ps.
Pak pj o (pe o p3) = (p1 o pa) © p3. (Kompozice procest je asociativni.)
O

Proces nazyvame elementdrni (angl. elementary), jestlize popisuje
jednoduchy krok. Procesy jsou rozlozitelné na konec¢né mnoho elemen-
tarnich procesi.

m Definice 5.12 FElementdrni proces
Proces p: K — X je elementdrni, jestlize Sy = °K U K° O

Na obrazku 5.12 vidime ptiklad kompozice procesu p uzitim ele-
mentarnich procesti ps, ps, p5s nebo pg, p7. Proces p mizeme v tomto
prikladé rozlozit na dva nebo na tfi elementarni procesy diky tomu,
ze elementarni proces odpovida jednomu kroku (viz. véta 5.15). Uda-
losti e; a e; tedy miizeme provést oddélené v procesech ps a py nebo
spolecné v procesu pg.
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®® ®
NG

p4 p5

@
- SN EC
{1 &

Obréazek 5.12: Kompozice procesi

= Véta 5.15

1. p: K — X je elementarni proces < p(°K) [p(Tk)) p(K°) je

krok v X

2. Jestlize p: K — X je elementarni, pak Vti,to € Tk: ty co ty

m Definice 5.13 Prdzdny proces

Proces p: K — X se nazyva prazdny (angl. empty), jestlize Ty = ().

O

= Véta 5.16

1. Kazdy prazdny proces je elementarni

2. Je-li p/ prazdny proces a je-li definovano p o p’ (resp. p’ o p),

pak p=pop' (resp. p=p' op)

Veéta

DEF

Véta
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Véta

Lemma

DEF

m Véta 5.17

Je-li p: K — X proces, pak existuje konecné mnoho elementarnich
procesu pi, pa, ..., p, takovych, ze p=popso...0p, O

Dikaz. Existuje nejvétsi celé c¢islo m ohranicujici pocet T-prvku
kazdého fetézce mnoziny K. Dikaz provedeme indukci na m. Je-li
m = 0, pak Tx = () a p je prazdny. Jestlize nejdelsi fetézec v K mé
m~+1 T-prvki, pak p je rozlozitelny na p’ a p” tak, ze p = p’op”; nejdelsi
fetézec p’ obsahuje m T-prechodt; a p” je elementarni neprazdny pro-
ces. Indukénim predpokladem p’ je komponovatelné z elementarnich
procesu Pi,...,Pn, P =p10...0p, a odtud

p=pio...op,op". O

5.6 Procesy a pripadové grafy

Nyni budeme hledat vztah mezi procesy a cestami v piipadovém grafu.

® Lemma 5.3

Necht ¥ je bezkontaktni C/E systém. Proces p: K — ¥ je elementarni
proces, pravé kdyz existuje hrana v = (¢, G, ¢3) grafu @y, takova, ze
P(°K) = 1, p(K°) = ¢z a p(Tk) = G. O

Dikaz. Jestlizep: K — X je elementarni proces, pak p(°K) [p(Tk))
je krokem ¥ a (p(°K), p(Tx ), p(K°)) je hranou grafu ®y. Naopak, je-li
(c1, G, c2) hrana @y, pak ¢; [G) cz. Necht K = (¢; U ¢, G, Fs N (¢ U
ey U G)?). Pak id: K — X je elementarni proces. O

m Definice 5.14
Necht ¥ je bezkontaktni C/E systém.

1. Je-li v hrana grafu ®y,, pak v oznacuje proces odpovidajici hrané
v. U se nazyva procesem hrany v; v je hranou procesu v.

2. Necht vy, v9,...,v, jsou hrany a w = vjvy...v, je cesta v Py.
Pak w0 = 07 0050...00, se nazyva procesem cesty w; w je cestou
procesu w.

3. Prov = (¢1,G, ) a e € G necht t(v,e) = 07 (e) a 7(v) =
{t(v,e)| e € G} t(v,e) a 7(v) oznacuje jednoduchy prechod,
resp. mnozinu piechodt odpovidajici vyskytové sité.

p(K°)
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m Definice 5.15

Necht ¥ je C/E systém, ¢, co,c3 € Cy a G1, Gy C Ex.

1. Jestlize uy = ¢1G1ca, us = caGacz av = ¢1(G1 U Gg)cs jsou hrany

DEF

pripadového grafu @y, pak cesta uju, se nazyva dekompozici
cesty v a v se nazyva unifikaci cesty uius.

. Necht w, w’ jsou cesty v 5. w’ se nazyva permutaci cesty w,
jestlize existuji cesty wuq,...,us takové, ze w = ujuquz, w' =
uuguz a uy je dekompozici nebo unifikaci cesty wus

. Necht wq,ws, ..., w, jsou cesty v ®x. (wrq,...,w,) se nazyva
permutacni posloupnosti, jestlize pro ¢ = 1,...,n — 1 je cesta

w1 permutact cesty w;

O

Kazdé cesté v pripadovém grafu odpovida presné jeden proces.
Naopak existuje nékolik cest odpovidajici jednomu procesu. Ptiklad
vidime na obrazku 5.13, kde kazda z 13 cest v pripadovém grafu z pti-

padu {1,4} do ptipadu {3,6} odpovida procesu p.

{1.4}
y {a}
{1,5} act {24}
-0 | N
p f16; {ad {2‘,’5} b.ct (34
{d} {b}
OO0 a Y 5
{2.6} fo.dt (35
) o
\4
{3.6}

Obréazek 5.13: Proces a pripadovy graf
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Véta m Véta 5.18

Necht ¥ je bezkontaktni C/E systém, ¢y, ¢o, ¢35 € Cx, a necht G, Gy C
FEs, jsou disjunktni a neprazdné.

1. Jestlize v = ¢;(G1; U G3)cy je hrana v @y, pak existuje dekom-
pozice cesty v ve tvaru c¢;G1cGoco pro néjaké ¢ € Cy,

2. Necht u; = ¢1G1e3 a uy = c3Gocy jsou hrany grafu @y, a necht
U1 0 Us: K — 3. Pak th,t2 ek t coty & Cl(Gl U GQ)CQ
je hrana v ®y,.

Dikaz. (ad.2)Vty, ty € Tk ty coty pravé kdyz existuje elementarni
proces p: K — X, pro ktery p(°K) = ¢1, p(K°) = co. A p(Tk) =
G1 U Go, pravé kdyz c¢;(G; U Ga)cy je hrana v @y, (viz. Lemma 5.1).
O

Véta = Véta 5.19

Dvé cesty w, w' v grafu ®y piislusi stejnému procesu, pravé kdyz
existuje permutac¢ni posloupnost z w do w'. O
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Pojmy k zapamatovani ﬂ

e relace podobnosti, fetéz, fez, S-fez

e vyskytova sif
e proces C/E systému, kompozice procesi

e elementarni proces

Shrnuti

V této kapitole jsme se soustfedili na vysvétleni procesi C/E sys- Z
témi a to pomoci vyskytovych siti. K tomu jsme si nejprve zavedli
pojmy z ¢astecné usporadanych mnozin a nadefinovali s nimi vysky-
tové sité. Zkoumali jsme vztah mezi procesy a cestami v pripadovém
grafu.
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@ Piiklady k procvic¢eni

o 1. Vyznacte vSechny oblasti relace podobnosti na obrazku.

2. Uvedte, kolik Fetézcii, fezlt a S-fezl obsahuje vyskytova sif na
obrazku.

4. Necht X je kone¢ny cyklicky C/E systém a Ej, Fs C FEy. Do-
kazte, Ze o(E1, Ey) = w, kdyz existuje proces p: K — ¥ takovy,
ze p(°K) = p(K°) a v/(p, En, Bs) = ||p~'(E1)| — [p~!(E»)|| > 0.



Kapitola 6

Vlastnosti C/E systémi

Cas potiebny ke studiu: 8 hodin

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je definovat synchronizacni vzdalenost, coz je
vlastnost C/E systému, kterd udava stupen zavislosti mezi vyskyty
jeho udalosti, tj. jak je vyskyt jedné udalosti zavisly na predchozim
vyskytu jiné udalosti(i). Specialné se také budeme vénovat synchro-
niza¢nim vzdalenostem v sekven¢nich a cyklickych C/E systémech.
S vyuzitim podminek C/E systému je mozno konstruovat formule vy-
rokové logiky. Ukazeme, jak lze reprezentaci a vyhodnoceni téchto for-
muli zaclenit do ,sifového kalkulu®. Pro reprezentaci libovolné prav-
divostni formule sestavené z podminek systému obohatime C/E sys-
tém o nové prechody, které nejsou proveditelné v zadném pripadu
systému. Takové ,mrtvé“ prechody nazveme fakta.

Privodce studiem

Touto kapitolou uzavieme C/E Petriho sité a budeme se dale véno-
vat P /T Petriho sitim. C/E Petriho sité jsou podtfidou P/T Petriho
siti, zakladni pojmy se tedy shodné objevuji v obou sitich a je vhodné
pred pokracovanim v dalsi kapitole provést rekapitulaci a projit si
znovu predchozi kapitoly.

73
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6.1 Synchronizaéni vzdalenosti

Dilezitou vlastnosti systému je stupen zavislosti mezi vyskyty jeho
udalosti, tj. jak je vyskyt jedné udalosti zavisly na predchozim vyskytu
jiné udalosti(i). Naptiklad v systému na obrazku 4.1 jsou udélosti ,ko-
nec zimy“ a ,zacatek jara“ silné svazany (silné synchronizovany), i-
kame, ze koinciduji (angl. coincident). Udalosti ovSsem mohou byt i
méné svazany. Napriklad udalosti e; a ez na obrazku 4.7 alternuji
(angl. alternate), udélosti e; a e3 na obrazku 4.5 jsou soubézné (angl.
concurrent), udalosti e; a e; na obrazku 4.7 jsou zcela nezdvislé (angl.
independent) nebo se udalosti mohou vyskytovat v libovolném poradi
(angl. arbitrary order).

V této kapitole zavedeme miru synchronizace udélosti. Budeme
uvazovat obecné dvojici mnozin udalosti £y, Fs C Fy. Pozorujme, jak
casto se udalosti mnoziny F; a udalosti mnoziny FE, objevuji v kaz-
dém procesu p systému. Absolutni rozdil poc¢tu jejich vzajemnych
vyskytt nazyvame wvarianci E; a Es v procesu p. Suprémum vari-
anci ve vSech procesech systému se nazyva synchronizacni vzddlenost
o(Ey, Ey) mnozin F; a Fy. Da se ukazat, ze 0 mé vlastnost metriky.
Synchroniza¢ni vzdalenost je tak prostfedkem pro ziskani kvantita-
tivni informace o dynamickém chovani systému, aniz je treba zavadét
pojem ,Casu”.

Znovu se omezime na bezkontaktni C/E systémy, protoZe teorie
synchronizac¢ni vzdélenosti je zaloZena na procesech. K zavedeni syn-
chronizac¢ni vzdalenosti dvou mnozin FE;, F; C Ey, uvazujme proces
p: K — X a pocitejme prvky p~*(FE;) a p~!(E»). Protoze nés zajimaji
nejvétsi rozdily vyskytt udalosti z F; a FEs, spoc¢itdme pro vSechny
S-tezy Dy, D, sité K prvky p~(Ey) a p~'(F,) mezi D; a Dy. K tomu
ucelu, pro vSechny M C Ty zavedeme nejprve miru p(M, Dy, Ds) pro
,poCitani udélosti“. Je-li Dy < Dy, polozme pu(M, Dy, Dy) = |M N
DY N Dy|. Je-li Dy < Dy, potom u(M, Dy, Dy) = |M N Dy N Dy

Problém je vsak v tom, ze S-fezy mohou byt nesrovnatelné, proto
definujeme miru g nasledovneé:

m Definice 6.1 Mira

Necht K je vyskytova sit a D, D, jeji dva S-fezy. Necht M C Tk je
kone¢na mnozina. Pak necht
w(M,Dy,Ds) =|M N D N Dy|—|M N Dy N Dy O

m Véta 6.1

Pro vSechny kone¢né podmnoziny M C Tk a S-tezy D, Dy z vysky-
tové sité K plati: u(M, Dy, Dy) = —u(M, Dy, D) O

synchronizac¢ni vzdé-
lenost

DEF

Veéta
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D1: .. D2 D3.
: t2 13
1 ‘ t6
t4 t5
Obrézek 6.1: Ilustrativni proces
X+y = P¥iklad 6.1

DEF

DEF

Vybrané hodnoty miry u z procesu na obrazku 6.1:
o u({t1}, D1, Ds) =1

p({ts, ts}, Do, D3) = —2

p({t2,t3}, Do, D3) =1

p({t2, ts}, D3, Dy) = —1

wu({ta, ta}, D3, Do) =0

O

S vyuzitim miry g nyni definujeme varianci dvou mnozin udélosti
V procesu.

m Definice 6.2

Necht ¥ je bezkontaktni C/E systém. Oznacme my, mnozinu vsech jeho
procest. O

m Definice 6.3 Variance v

Necht ¥ je bezkontaktni C/E systém a necht p : K — ¥ € 7y
a By, By C Ex. Potom v(p, By, E5) = max{ u(p~*(E.), D1, D) —
w(p~(Ey), D1, Dy) | Dy, Dy € sl(K) se nazyva varianci (angl. va-
riance) mnozin udalosti F; a Es v procesu p. O
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bl el b3

el eS

b2 e2 b4

Obrazek 6.2: Ilustrativni proces

» Priklad 6.2
Vybrané hodnoty variance v z procesu na obrazku 6.2:
o v(p,{eo},{es}) =1
e v(p,{eo},{er,ea}) =2
o I
(

pfenen) fea)) =2
o v(p,{er}, {e2}) =2

= Véta 6.2

Pro kazdy proces p: K — ¥ a kazdy par E;, Fy C Ey plati:
v(p, B1, Ey) = v(p, By, E1)

Synchroniza¢ni vzdalenost dvou mnozin udalosti mizeme nyni de-

finovat jako supremum varianci ve vSech kone¢nych procesech.

m Definice 6.4 Synchronizacni vzddlenost o

O

Necht ¥ je bezkontaktni C/E systém a necht Fi, F; C FEy jsou ko-

necné mnoziny. o(FEy, Fy) = sup{ v(p, E1, F3) | p € ws} se nazjva
synchronizacni vzdalenost (angl. synchronic distance) mnozin udalosti
O

El a Eg.

xX+y

Véta

DEF
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e2 e3

el eb

ed e5

()
—_—
(o)< <

el

Obréazek 6.3: ustrativni C/E systém

= Priklad 6.3

Vybrané hodnoty synchroniza¢ni vzdalenosti o z C/E systému na ob-
razku 6.3:

o o({ea} {eo}) =1

o o({ea}, {ea}) =2

o o({e2,es}, {ea, 65}) =4

o o({es,eq}, {e3,65}) =2
(

o o({es,e5}, {es}) =w

6.2 Graficka reprezentace synchronizac¢ni
vzdalenosti
Pro reprezentaci synchronizacni vzdalenosti mnozin udélosti E; a Ej

v C/E systému ¥ zavedeme nové misto s: °s = Fy a s* = Ey. Misto s
neni podminka C/E systému 3, ale mize obsahovat libovolny pocet
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znacek. V kazdém pripadu c systému > obsahuje s urcity pocet znacek
(dostate¢né mnoho, aby nebrénilo provedeni udélosti). Kdykoliv se
provede udalost z Ey, resp. Fs, pocet znacek se zvétsi, resp. zmensi
o 1. Pak o(E, Es) je supremum pres nejvétsi zmény poctu znadek
v misté s pri provadéni sité.

Graficky jsou mista s a nové hrany sité kresleny ¢arkované. Misto s
mé oznaceni ,o = z“, jestlize 0 (%, s*) = o(Ey, Ey) = x.

Poznamka: Grafickou reprezentaci synchronizac¢ni vzdéalenosti v C/E siti
ziskame P/T sif, ve které nové misto s ma neomezenou kapacitu zna-
¢enou symbolem w (w = inf(N)).

Na obrazku 6.4 jsou graficky vyznaceny synchroniza¢ni vzdalenosti
z prikladu 6.3.

Obrazek 6.4: Graficka reprezentace synchronizacni vzdalenosti

6.3 Neékteré specialni synchronizac¢ni vzda-

lenosti
Ziejmé, je-li ) = Es, pak o(FE4, E3) = 0 a naopak, je-li o(Ey, Es) =0,

pak F1 = F,. Specidlné e; = es < o(eg,ep) = 0, udalosti e; a e
koinciduji.
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Uvazujme nyni dva C/E systémy ¥ a ¥’ na obrazcich 6.5 a 6.6.

Udalosti e; a ey jsou v ¥ soubézné (paralelni) a tedy nezavislé. Podle
definice je ox(e1,e3) = 2. V systému ¥ na obrazku 6.6 je zaveden
,Fidici mechanizmus®, ktery neumoznuje, aby e; a e; byly provedeny
soubézné, musi tedy probéhnout v néjakém poradi. V procesech p;
(obrazek 6.8) a p, (obrazek 6.9) systému X' lezi p; *(e1) a p; *(ez),
i = 1,2 v jednom fetézci. Kdezto p~(e;) a p~'(es) v procesu p sys-
tému X na obrazku 6.7 jsou soubézné. Koncepéni rozdil mezi sys-
témy X a ¥’ je vyjadfen pravé synchronizacni vzdalenosti mezi uda-
lostmi e; a e;. V C/E systému ¥’ je o (e, e9) = 1.

bl el b3

b0 e0 e3 b5

O —()

b2 e2 b4

Obrazek 6.5: C/E systém %

b2 el b4

b0 e0 e4 e3 b7

b3 e2 b6

Obrazek 6.6: C/E systém X’
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Ol ©
(b0 0]
(b2 ez} —(b)

Obrazek 6.7: Proces p systému > z obrazku 6.5

Obrazek 6.9: Proces p, systému X/ z obrazku 6.6
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Odpovidajici dvojice udalosti C/E systému ¥; (obrazek 6.10) a
C/E systému X, (obrazek 6.11) maji shodnou synchronizaéni vzda-

lenost: o(ey,e2) = o(e1,e4) = w a o(ey,e3) = o(es,e4) = 1 v obou
C/E systémech.

el e2

e3 e4

Obréazek 6.10: C/E systém X,
el e2

{.T}

bl b2

S

e3 e

Y
A

Obrazek 6.11: C/E systém %,

Intuitivné vsak citime, ze C/E systém X, je vice synchronizovan,
protoze v C/E systému Y5 nemohou byt dvé udélosti provedeny sou-
bézné. To je vyjadritelné synchronizacni vzdalenosti mnozin {e, es} a
{es, e}, kterd méa hodnotu o({e1, e}, {es, e4}) = 2 v C/E systému %,
(obrazek 6.12), avSak hodnotu o({e1, ez}, {es.e4}) = 1 v C/E sys-
tému Xy (obrazek 6.13).
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el e2

e3

Obrazek 6.12: C/E systém

el

e3

Obrazek 6.13: C/E systém X

V C/E systému na obrazku 6.14 jsou udalosti e; a ey vzdjemné
neomezené casto v konfliktu, jejich synchronizacni vzdalenost je tedy
nekonecné: o(ey, e2) = w. V C/E systému na obrazku 6.15 je také syn-
chroniza¢ni vzdalenost mezi udalostmi e; a e, nekoneéné. Ale na rozdil
od C/E systému na obrazku 6.14 jsou vsak vyskyty e; a es na sobé za-
vislé (udalost e; se provadi dvakrat ¢astéji nez udalost ey). K vyjadieni
tohoto rozdilu je tfeba zobecnéni synchronizacni vzdéalenosti na vdho-
vanou synchronizacéni vzddlenost (angl. weighted synchronic distance).
Napiiklad v C/E systému na obrazku 6.15 uvedeme, Ze provedeni uda-
losti ey snizi pocet znacek v nové pridaném misté dvakrat. V grafické
reprezentaci maji pridané hrany celociselnou vahu.

védhovana synchroni-
zacni vzdalenost
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el

) [ Vo =w

e2

Obréazek 6.14: C/E systém

el

Obréazek 6.15: C/E systém
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6.4 Neékteré kvantitativni vlastnosti syn-
chronizacni vzdalenosti

= Véta 6.3 Véta
Necht X je bezkontaktni C/E systém a necht i, Fy, B35 C Ex. Pak

1. U(El,Eg):O@EleQ
2. U(El,Eg) = O'(EQ,El)
3. O'(El,Eg) S O'(El, Eg) + O'(Eg, EQ)

O

Synchronizac¢ni vzdalenost je tedy metrikou na mnozinach udalosti.

m Véta 6.4 Véta
Necht ¥ je bezkontaktni C/E systém a necht Fj, F; C Ey. Pak
O'(El, EQ) = O'(El\EQ,EQ\El) O

6.5 Synchronizac¢ni vzdalenosti v sekvenc-
nich systémech
V cisté sekvencnich systémech neni synchronizacni vzdalenost prilis

zajimava, protoze pro kazdou dvojici udalosti mizeme dostat pouze
hodnoty 0,1 a w.

m Definice 6.5 Stavovy stroj DEF
C/E systém X se nazyva stavovy stroj (angl. state machine), jestlize
1. Ve€ Ex: || =le*| =1
2.VeeCx: el =1
(I
m Véta 6.5 Véta

Necht ¥ je stavovy stroj a nechf e, e; € Ex. Pak o(eq,e2) € {0,1,w}
O
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DEF

Véta

Véta

Dikaz. Kazdy proces systému ¥ je tvofen fetézcem tvaru na ob-

razku O Predpokladejme, zZe existuje pro-

ces p : K — Y se dvéma prechody t1,ty € Tk takovymi, ze proi = 1, 2,

p(ty) =plta) =e;aVt ety Nty :p(t) # e O
n-krat

Pak pro py = p | (7 N %) je p, = Pro...ops také proces a
v(pn,{e1},{e2}) > n. Potom (e, e2) = w. Jinak je pro vSechny pro-
cesy p:v(p,er,ez) < 1atedy ofer,es) < 1.

6.6 Synchronizac¢ni vzdalenosti v cyklic-
kych systémech

Definujme nyni jednodussi funkci o', kterd je pro specidlni pripady
cyklickych C/E systémii ekvivalentni se synchronizac¢ni vzdalenosti o.

m Definice 6.6
Necht X je bezkontaktni C/E systém, Fy, E5 C Fy, a necht p € my.
L v (p, By, Ey) = | [p7'(E1)| = [p(Ey)] |

2. 0/(Ey, Es) =sup{ V' (p, E1, Es) | p€mx) }

m Véta 6.6

Pro libovolny C/E systém ¥ a Fy, Ey C Ex, plati o/ (E1, Es) < o(F1, E»)
[

Napiiklad v C/E systému na obrazku 6.5 je
o'({er} {e2}) =1 < o({er}, {e2}) = 2.
m Véta 6.7

Necht ¥ je bezkontaktni a cyklicky systém.
Pak pro v8echny Fi, Fy C Ex. je o'(Ey, Ey) = o(Ey, Es) O
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6.7 Fakta

S vyuzitim podminek C/E systému je mozno konstruovat formule vy-
rokové logiky. Tyto formule budou pravdivé, ¢i nepravdivé v zavislosti
na tom, ve kterém pfipadu se C/E systém nachézi. Nejvice zajimavé
jsou formule, které jsou pravdivé ve vSech piipadech z C/E systému,
protoze popisuji jeho invariantni vlastnosti. Nyni si ukazeme, jak lze
reprezentaci a vyhodnoceni téchto formuli zaclenit do ,sifového kal-
kulu“.

Uvazujme C/E systém %; z obrazku 6.10, ktery se sklada ze dvou
sekvencnich cykld. Pridejme navic pozadavek, aby podminky b; a by
nikdy neplatily soucasné. Toho lze dosdhnout konstrukci C/E sys-
tému Y5 uvedeném na obrazku 6.11. Tato nova vlastnost systému mitize
byt vyjadiena zavedenim nového prechodu ¢ takového, ze % = {by, b}
a t* = (), ktery neni proveditelny v zddném ptipadu C/E systému 3.
Vysledek vidime na obrazku 6.16.

el h3 e3

()

Y

h1 24 b2

4

ez S ed
p—y

Obréazek 6.16: C/E systém s pridanym faktem

Nejprve budeme studovat vztahy mezi formulemi obsahujicimi pod-
minky (naptiklad —(b; A by) v C/E systému na obrazku 6.16) a pro-
vadénim udélosti. K tomu tcelu uvazujme podminku b jako prvotni
(atomickou) formuli, ktera je pravdiva v daném piipadu ¢, pravé kdyz b
patii do c¢. Pak miizeme konstruovat formule vyrokové logiky a vyhod-
nocovat jejich pravdivostni hodnoty.
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DEF m Definice 6.7

Necht ¥ je C/E systém.

1. Mnozina Ay, formuli (vyrokové logiky) nad By, je nejmensi mno-
zina, pro kterou

(a) By C Ax
(b) ai,a; € As = (a1 A ag) € As, (a1 V az) € As, (a1 — ag) €
Ay, (maq) € As

2. V kazdém ¢ € Cy pfislusi kazdé formuli @ € Ay hodnota ¢(a)
definovana valuaci ¢ : Ay — {0,1}:

e b——1, jestlize b € ¢

e br— 0, jestlize b ¢ ¢

(a1 A ag) — min(é(ay), ¢(az))

(a1 V ag) — max(¢é(ay), é(az))

(a1 — ag) — ¢((—ay) V az)

o (may) — 1 —¢(ar)

3. Dvé formule ai,a3 € Ay jsou ekvivalentni v X, jestlize pro
vSechny ¢ € Cyx 1 é(ar) = é(az)

O

Nadbytecné zavorky miizeme vynechavat. Hodnotu 1 interpretu-
jeme jako ,true® a hodnotu 0 jako ,false“. Formuli ¢ nazyvame plat-
nou v pripadu ¢, kdyz é(a) = 1. Pfipometime, Ze operator V a A je
asociativni.

Nyni ke kazdé udalosti e € Ey pritadime formuli a(e) tak, ze ve
v8ech pripadech c: a(e) je platna v ¢, pravé kdyz e neni c-proveditelna.

DEF m Definice 6.8

Necht ¥ je koneény C/E systém a necht e € Fy,. Necht e = {by,bs,...,b,},
et = {b),b,,..., b, }. Pak a(e) je formule (by Aba A ... Ab,) —
By Vb,V Je-li % = 0, pak a(e) je formule (b V...V D), je-li
e* = (), pak a(e) je formule =(by Aby A ... Aby). O

Lemma ® Lemma 6.1

Necht ¥ je koneény C/E systém a necht e € Ey. Pak pro kazdé ¢ € Cy,
a(e) plati v ¢, pravé kdyz e neni c-proveditelna. O
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Dikaz. ¢(a(e)) =1« 3b € ®e, kde ¢(b) = 0 nebo IV € ¢* : ¢(V') =
l< dbeeabdg cnebo Y € e® al € c < e neni c-proveditelnd. O

Ukézali jsme, jak spojovat formule s udélostmi C/E systému. Ted
uvazujme, jak reprezentovat libovolnou pravdivostni formuli sestave-
nou z podminek systému.

K tomu ucelu obohatime C/E systém > o nové prechody, které
nejsou proveditelné v zadném piipadu ze ¥ (pfiddme tzv. ,mrtvé*
prechody). Proto neovlivni chovani systému. Pokud s kazdym novym
prechodem ¢ spojime formuli a(t) tak, jak jsme to provadéli pro uda-
losti, potom a(t) je platna v systému ¥ (plati pro kazdy jeho pfipad).
Takto je mozné reprezentovat vSechny platné formule pro ¥ urcitym
poctem ,mrtvych“ prechodu. Tyto prechody nazyvame fakta.

m Definice 6.9 Platnd formule, fakt
Necht ¥ je C/E systém.

1. Formule a € Ay se nazyva platnou (angl. valid) v C/E sys-
tému X, jestlize Ve € Cx ¢ é(a) =1

2. Pro By, By C By, necht t = (By, By) je novy ptrechod: % = By
a t* = By. Prechod t se nazyva faktem (angl. fact) systému 3,
jestlize t neni proveditelny pro zadné c € Cf,.

O

V grafické reprezentaci je fakt ¢ oznacen prechodem [EL ktery zna-
zornuje velké | F“.

Pro fakt ¢ formuli a(¢) definujeme stejné jako pro udalost e for-
muli a(e). Napriklad jestlize = {by,...,b,}, t* = {b},...,b'm}, pak
a(t) = (b1 Aba Ao ADy) — (B VDLV ...V

m Véta 6.8

Necht ¥ je koneény C/E systém a necht a € Ay. Formule a je platna
v X, pravé kdyz existuji fakta tq, ¢, ..., t; takova, ze a je logicky ekvi-
valentni formuli a(t1) A a(ta) A ... Aa(ty,). O

Jak reprezentovat formule, které plati jen pro nékteré pripady sys-
tému? Pro ¢ € Cx, necht ¢’ oznacuje konjunkei vSech podminek ze ¥
tvoricich c. Pak a platici pro pfipady ¢y, ..., ¢, a lze jej popsat formuli
(NN . NC) — a.

DEF

Veéta
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Pojmy k zapamatovani
e mira, variance, synchroniza¢ni vzdalenost

o fakta

Shrnuti

V této kapitole jsme se soustiedili na definici synchronizac¢ni vzdale-
nosti jako prostiedku pro ziskani kvantitativni informace o dynamic-
kém chovani systému, aniz bylo tieba zavadét pojem ,,casu®. Ukazali
jsme si nékteré specialni synchronizacni vzdalenosti a také jeji grafic-
kou reprezentaci. Studovali jsme vztahy mezi podminkami a provadé-
nim udalosti. Ukazali jsme, jak spojovat formule s udalostmi systému.
MozZnost reprezentovat vSechny platné formule v C/E systému jsme
vytesili vlozenim ,mrtvych“ prechod.
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Piiklady k procvic¢eni

1. Definujte pojem synchronizac¢ni vzdéalenosti dvou udalosti
C/E systému.

2. Jakym zpiisobem reprezentujeme udalosti C/E systému formu-
lemi vyrokové logiky?

3. Definujte pojem fakt a uvedte jeho grafickou reprezentaci.

4. Pro C/E systém na obrazku uvedte formule vyrokové logiky
pro podminky bs, bg, by a pro fakta ¢y, ts.
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Kapitola 7

Definice P/T Petriho siti

Cas potiebny ke studiu: 7 hodin

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je definovat P/T Petriho sité a jejich evo-
luéni pravidla. Dale pak pochopit stavovy prostor P/T Petriho siti
ve vztahu ke koneénym automattim. Zavedeme maticovou reprezen-
taci Petriho sité, ktera umoznuje zjednodusit formalni praci s pojmy,
které souviseji se znacenim Petriho sité, a které se tizce dotykaji cho-
vani modelovaného systému. Kapitola stanovuje ramce teorie, které
jsou vyuzivany i v nasledujicich ¢astech ucebniho textu.

Pruvodce studiem

Na tuto kapitolu navazuji ostatni kapitoly vénované P/T Petriho
sitim, proto je dikladnému pochopeni jednotlivych termind, vcéetné
vzajemnych souvislosti, vénovat nalezitou pozornost.

95
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7.1 Definice P/ T Petriho sité

Jiz diive v textu jsme se setkali se symbolem w, ktery vyjadioval ne-
omezenou kapacitu mista, nebo neomezeny (nekonecny) pocet znacek
obsazenych v misté. Nasledujici definice ndm umozni s timto symbo-

lem korektné zachézet v aritmetickych operacich a relacich.

» Definice 7.1 Rozsireni N na NU {w}.

Usporadani < a operace + a — na mnoziné N rozsifime v mnoziné

N Uw takto:
l.VneN:n<w
2. VYmeNU{w} m+w=w+m=wv;w—m=w
3. Necht A C N. Pak

sup(A) = a, Jestlizea€e AANVd € A:d <a
PUIZ 9w, estlizZeVne N:Jae A:n<a

Nyni jiz mtzeme uvést definici Petriho sité.

m Definice 7.2 P/T Petriho sit.

DEF

DEF

Sestici N = (P, T, F, W, K, M) nazyvame P/T Petriho sit (Place/Transition

Petri Net), jestlize

1. trojice (P, T, F) je konecn4 sit

2. zobrazeni W : ' — N\ {0} je ohodnoceni hran grafu sité urcujici

vahu kazdé hrany

3. zobrazeni K : P — NU{w} specifikuje kapacitu (i neomezenou)

kazdého mista

4. zobrazeni My : P — N U {w} je pocdatecni znaceni mist sité

respektujici kapacity mist, tj. Vp € P : My(p) < K(p).

Déle budeme Petriho siti rozumét P /T Petriho sit.

Nasledujici definice vymezuje presné pravidla pro provadéni pie-
chodti Petriho sité. V nékteré literatuie jsou tato pravidla oznacovana

jako evolucni pravidla Petriho sité.
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DEF

DEF

DEF

m Definice 7.3 Znaceni Petriho sité.

Necht N = (P,T,F,W, K, My) je Petriho sif. Zobrazeni M : P —
NU {w} se nazyva znaceni (marking) Petriho sité N, jestlize Vp € P :
M(p) < K(p). O

Konvence

V grafické reprezentaci Petriho sité budeme dodrzovat nasledujici kon-
vence.

e Hranu f € F budeme popisovat ohodnocenim W ( f) pouze v pii-
padé W(f) >1

e Kapacitu mista p € P budeme popisovat ve tvaru k = K(p).
e Neoznacena kapacita mista p bude znamenat kK = w.

e Hodnotu znaceni mista p vykreslujeme poctem cernych tecek
uvnitt mista p, piipadné ¢islem M (p), je-li tato hodnota obtizné
zobrazitelna teckami, nebo symbolem w.

Je-li P = {p1,p2,...,pn} mnozina mist Petriho sité N a M néjaké
znaceni téze sité, pak toto znaceni budeme casto popisovat vektorem

(M(pl)aM(pZ)v---vM(pn))- O

m Definice 7.4 Proveditelnost prechodu.
Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit. Pfechod t € T" je prove-
ditelny (enabled) pti znaceni M, strucnéji M-proveditelny (M-enabled),
jestlize

Vpest: M(p) = Wi(p,t)

Vp et®: M(p) < K(p) — W(t,p)

m Definice 7.5 Provedent prechodu, ndsledné znacens.

Necht N = (P, T, F,W, K, M,) je Petriho sit a M jeji znaceni. Je-
li ptechod t € T proveditelny pii znaceni M, pak jeho provedenim
ziskdme nésledné znaceni M’ ke znaceni M, které je definovano takto:

M(p) — W(p,t), jestlize p € *t\ t*
M(p) + W (t,p), jestlize p € t*\ *t
M(p) — Wi(p,t) + W(t,p), jestlize p € *tNt*
M(p), jinak

Vpe P:M(p)=
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Provedeni prechodu (transition firing) t ze znaceni M do znaceni M’
zapisujeme symbolicky M [t) M'. O

m Definice 7.6 MnoZina dosaZitelngych znacent.

Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit a M jeji znaceni. Symbo-
lem [M) ozna¢me nejmensi mnozinu ruznych znaceni sité N takovou,
Ze plati:

1. M e [M)

2. je-li My € [M) a pro n&jaké t € T plati My [t) Ms, pak
M2 - [M)

Mnozina [M) se oznacuje jako mnozina dosaZitelnych znaceni (re-
achability set) ze znaceni M. Mnozina [My) dosaZitelnych znaceni
z pocatecniho znaceni se oznacuje jako mnozina dosaZitelnych znaceni
(reachability set) sité N. 0

» Priklad 7.1

Na obrazku 7.1 je znadzornén graf Petriho sité s poc¢atecnim znacenim.

P

Obrazek 7.1: Graf sité N

Pro tuto Petriho sif plati:
o K(p1) = K(p2) =w, K(p3) =1

o Wipi,t1) = Wi(pa, t1) = W(ti,ps) = W(ps,ta) =1, W(ta,p1) =
2a W(t27p2) =3

DEF

x+y
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DEF

o My(p1) = Mo(p2) = 1, My(p3) =0

V pocateénim znaceni M, je proveditelny prechod t;. Opakovanym
provadénim piechodt ¢; a ty v posloupnosti (t1t3)" ziskdvame po-
sloupnost znaceni:

(1,1,0) [t1) (0,0,1) [t2) (2,3,0) [t1) (1,2,1) [t2) (3,5,0) [t1) (2,4,1)...
Mnozina dosazitelnych znaceni této sité je

[Mo) = {(i,20 —1,0)[i e N\ {0}} U{(4,25,1)|j € N}

7.2 Komplementace Petriho sité

m Definice 7.7 Bezkontaktni Petriho sit.

Petriho sit N = (P, T, F,W, K, My) se nazyvéa bezkontaktni (contact-
free), jestlize VM € [My) a Vt € T plati nasledujici tvrzeni:

Vpe®t: M(p) > W(p,t) = Vpet®: M(p) < K(p)—W(t,p)

O

Vyjadfeno slovné, pokud je ve vSech mistech vstupni mnoziny pre-
chodu t dostateéné vysoky pocet znacek (tedy vétsi nebo roven vaze
prislusné hrany vstupujici do t), pak ve vSech mistech vystupni mno-
ziny téhoz prechodu je dostatecné nizky pocet znacek, aby byl prechod
t proveditelny.

Srovname-li definici proveditelnosti prechodu (definice 7.4) s vyra-
zem na levé a pravé strané implikace v predchozi definici bezkontaktni
Petriho sité (definice 7.7), pak zjistime jejich tizkou souvislost. Definice
proveditelnosti prechodu definuje 2 podminky, které musi byt splnény,
aby byl prechod proveditelny. Definice bezkontaktni sité mezi tytéz
podminky klade implikaci platnou pro vsechny prechody ve vsech do-
sazitelnych stavech sité.

U bezkontaktni sité nemiize nastat situace, kdy by provedenim pie-
chodu byla piekrocena kapacita mista, kdy by tedy doslo ke kontaktu
znacek, které maji byt pridany, se znackami, jez mély byt odebrany.

Nyni ukdzeme, ze kazda Petriho sit muze byt rozsifena o urcitd
mista nazvana komplementdrni tak, ze vysledna Petriho sif m4 stejné
chovani, avsak je bezkontaktni. Této transformaci rikdme komplemen-
tace Petriho site.

Priklad komplementace Petriho sité je na obrazku 7.2.
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&)

K=5

Obrazek 7.2: Komplementace Petriho sité

Je-li dédna Petriho sit N = (P, T, F,W, K, M,), pak komplemen-
tarni Petriho sit N’ = (P, T, F', W', K', M() k siti N ziskdme prida-
nim novych mist a hran takto:

1. Pro kazdé misto p € P s konecnou kapacitou, tj. K(p) # w,
vytvorime nové misto p’ a pokracujeme nasledujicimi body.

2. Kapacita mista K(p') = K(p).
3. Pocétecni znaceni M((p') = K(p) — My(p).

4. Pro vSechny hrany (¢, p) vchazejici do mista p vytvofime nové
hrany (p/,t) tak, ze W'(p',t) = W(t,p). Obdobné, pro vSechny
hrany (p,t) vychéazejici z mista p vytvoifime nové hrany (t,p’)
tak, ze W'(t,p') = W(p,1).

Vysledna sit V' je bezkontaktni, protoZe pro vSechna dosazitelné zna-
¢eni M plati M(p) + M(p') = K(p). Jestlize provedeme restrikci (ve
smyslu restrikce zobrazeni) znaceni M’ sité N’ na mista P sité N, pak
tato znaceni koresponduji se znacenimi M sité N. Tato korespondence
je jednoznacna. Skutecné, jsou-li dana odpovidajici znaceni M sité N
a M’ sité N’ pak kazdy prechod t je M-proveditelny v siti N pravé
tehdy, je-li M’-proveditelny v siti N'.

Z vlastnosti znaceni sité N’ plyne, Ze kazdou konecnou kapacitu
k = K(p) v siti N’ mizeme nahradit neomezenou kapacitou w, aniz
bychom zmeénili chovani sité N’. Tohoto faktu spolu s moznosti pie-
vodu libovolné Petriho sité na bezkontaktni Petriho sif se casto vyu-
ziva. Nékteré definice Petriho sité z tohoto divodu viibec nezavadéji
slozku K (kapacity mist). Piikladem je definice popsana v nésledujici
podkapitole.
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DEF

DEF

7.3 Alternativni definice Petriho sité

Zvlasté v americké odborné literatute se pouziva definice Petriho sité,
ktera je zaloZena na ryzim chapani grafu Petriho sité jako bipartitniho
orientovaného multigrafu. Vyhodou této definice je odstranéni pomoc-
ného pojmu sit (definice 3.1), avSak na druhé strané vznikd nutnost
pracovat se zobecnénim pojmu mnozina na multimnozinu (bag).

MultimnozZina se od mnoziny lisi tim, Ze pfipousti vicenasobné
vyskyty téhoz prvku. Typickym pfikladem multimnoziny je rozklad
pfirozeného ¢isla na prvocinitele, 180 = {2, 2, 3,3,5} je multimnozZina
reprezentujici ¢islo 180. Pro pouzivani multimnoziny zavedeme tyto
konvence:

1. Necht B je multimnozZina a b jeji prvek. Symbolem #(b, B) bu-
deme znacit pocet vyskyti prvku b v B. Napt. #(3,180) = 2.
Ziejmé plati nasledujici implikace: #(b,B) =0=0b ¢ B

2. Je-li A mnozina, pak symbolem A znacime systém multimnozin
vytvofenych z prvkd mnoziny A.

Nyni jiz mtzeme pristoupit k alternativni definici Petriho sité.
» Definice 7.8 Alternativni definice P/T Petriho sité.
P/T Petriho sit je pétice N = (P, T,1,0, M,), kde:

1. P je neprazdna konecnd mnozina mist, T' je neprazdna konecna
mnoZina prechodi, PNT = ()

2. zobrazeni [ : T — P je wvstupni funkce, ptirazujici kazdému
prechodu multimnozinu vstupnich mist

3. zobrazeni O : T' — P je vystupni funkce, pritazujici kazdému
prechodu multimnozinu vystupnich mist

4. zobrazeni My : P — N U {w} je pocdtecni znaceni Petriho sité
N

m Definice 7.9 Alternativni definice grafu P/T Petriho sité.

Grafem Petriho sité N je orientovany bipartitni multigraf

Gy = (H,PUT,0), 0: H— (PUT)x (PUT)
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kde mnozina hran H a inciden¢ni relace o je definovana takto:

. _J .ty epel(l)
WLEH'U(h)_{(t,@@pEO(t) projistéte T ape P

a dale plati
Vpe PteT o7 ((nt)=#p I(t) a |0 '({t.p)|=#(,O1))

O

= Priklad 7.2 xty
Uvazujme definici Petriho sité N = (P, T, 1,0, M,), kde:

P - {p17p27p37p47p57p6}

T - {t17t27t37t47t5}

I = {ti—=A{pi},ta — {3}, ts — {p2. 03}, ta = {pa,p5, 05,05}, ts — {p2}}

O = {ti = {p2.ps},ta— {p3, 5,05}, t3 — {2, Da}, ta — {pa},ts — {p6}}
My = {pr—1,p2—0,p3— 0,ps+— 0,p5 — 0,ps — 0}
Graf této sité je na obrazku 7.3. O

Obrazek 7.3: Graf Petriho sité z prikladu 7.2 ve tvaru orientovaného
multigrafu

Realiza¢ni pravidla pro alternativné definovanou Petriho sit maji
jednoduchy tvar,
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m Definice 7.10 Proveditelnost a provedeni prechodu v alternativni
DEF definici.

Ptechod t € T' je proveditelny pfi znaceni M, jestlize

Vpe P:M(p) > #(p, (1))

Je-1i ¢ proveditelny pfi znaceni M, pak M [t) M’  kde znaceni M’ je
popsané takto:

Vp € P: M (p) = M(p) —#(p, I(t)) + #(p, O(t))

» Priklad 7.3

V Petriho siti na obrazku 7.3 je pfi pocatecnim znaceni proveditelny
pouze prechod t;. V této siti mizeme ziskat napt. tyto posloupnosti
realizaci prechodt:

(1,0,0,0,0,0) [t1) (0,1,1,0,0,0) [t3) (0,1,0,1,0,0) [¢t5) (0,0,0,1,0,1)
nebo
(1,0,0,0,0,0) [t1) (0,1,1,0,0,0) [t2) (0,1,1,0,2,0) [t2) (0,1,1,0,4,0) [t3)

(0,1,0,1,4,0) [t4) (0,1,0,1,1,0) [t5) (0,0,0,1,1,1)

7.4 Stavovy prostor a prechodova funkce
Petriho sité

V tvodu této kapitoly jsme konstatovali pfibuznost Petriho siti a ko-
necnych automatt. Ukazme si nyni tuto pribuznost v terminech, které
jsou vlastni konecnym automattm.

Petriho sif je automat, jehoz mnozina stavii, stavovy prostor sité, je
tvofena mnozinou vSech znaceni, kterd jsou dosazitelna z pocatecniho
znaceni, tj. mnozinou [My) . Na této mnoziné muze byt definovana
prechodova funkce urcujici na zakladé pritomného stavu a proveditel-
ného prechodu pristi stav site.
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m Definice 7.11 Prechodovd funkce, vypocetni posloupnost.

Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit a [M;) jeji mnoZina
dosazitelnych znaceni. Prechodovou funkci Petriho sité N nazveme
(parcialni) funkei o:

d: [Mo) xT — [My)
pro kterou
Vt € TAVM, M € [My) :0(M,t)=M < M [ty M’
Prechodova funkce 6 muiize byt zobecnéna na posloupnost prechodu:
d: [My) xT*— [My)
takto:

(M, tt) = 6(6(M,t),7), kde T € T

d(M,e) = M, kde e oznacuje prazdnou sekvenci prechodu

Posloupnost 7 € T* nazveme wviypocetni posloupnosti Petriho sité N,
je-li pro ni definovana ptechodova funkce §( My, 7). Mnozina vSech vy-
pocetnich posloupnosti charakterizuje chovani Petriho sité. O

» Priklad 7.4

Na obrazku 7.4 je zobrazena Petriho sit N a jeji pfechodova funkce &
ve tvaru diagramu pfechodi.

Mnozina vypocetnich posloupnosti Petriho sité N miize byt cha-
rakterizovana regularnim vyrazem

(tg (6 + t3t1 (tgtgtl)*)tltg

Kazdy neprazdny prefix fetézce specifikovaného timto vyrazem tvori
vypocetni posloupnost. O

Dosud jsme nediskutovali jeden z dilezitych ryst Petriho site, jeji
nedeterminismus. Objevuje se pii provadéni prechodit Petriho sité
tehdy, jestlize pro jisté znaceni M € [My) existuji alesporl dva rizné
prechody t1,ty € T, které jsou M-proveditelné. Pak mohou nastat dvé
odlisné situace

1. Existuji vypocetni posloupnosti atits3 a atsty3 pro jisté a, 5 €
T*. V tomto pripadé prechody t; a t; modeluji dvé vzajemné
nezavislé udalosti (operace) a mohou byt provedeny v libovolném
poradi.

DEF

x+y
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P1 P3

[M0> = {M07 My, My, M3}7 kde

M, = (1,0,0,1)
M; = (0,1,1,0)
M, = (1,0,1,0)
M; = ( )

0,1,0,1

Obrazek 7.4: Petriho sif a jeji pfechodova funkce

2. Provedeni prechodu t1, resp. t, znemozni nasledné provedeni pre-
chodu t,, resp. t;. Pfechody t; a t5 se v takovém pripadé nazyvaji
konfliktni prechody. Konfliktni pfechody ilustruje obrazek 7.5.

t

Obrazek 7.5: Konfliktni prechody Petriho sité
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Petriho sif, jako kazdy matematicky model systému, je popisem,
ktery abstrahuje od urc¢itych detailti realného systému; je abstraktnim
modelem. Z tohoto hlediska je pfipad (1) abstraktnim vyjadfenim pa-
ralelismu udalosti (operaci), kdezto pripad (2) je vyjadfenim nedeter-
minismu poradi, v jakém modelované udalosti nastavaji nebo v jakém
jsou modelované operace provadény.

Ne vzdy je mozné (a zadouci) nedeterminismus Petriho sité, vzni-
kajici v dusledku konfliktnich prechodt, odstranit. Nedeterminismus
Petriho sité, podobné jako napt. v pripadé zasobnikovych automati,
obecné zvétsuje modelovaci schopnost Petriho siti. Pti aplikacich Pe-
triho siti pfi modelovani a simulaci dynamickych diskrétnich systémi
se setkavame Casto s dodatecnym prostfedkem pro snizeni abstrakce
popisu, kterym je interpretace Petriho sité. Interpretace Petriho sité,
neformalné vyjadreno, dodava kazdému prechodu sité konkretizovanou
udélost ¢i operaci a misttim sité jisté podminky (predikaty) a mno-
ziny proménnych, jejichz hodnoty tvoii stavovy prostor interpretované
Petriho sité. U interpretovanych Petriho siti je pak mozné nedetermi-
nismus konfliktnich pfechodi fesit v ramci interpretace sité.

V dalsim studiu Petriho siti zistaneme na trovni Petriho siti bez
interpretace, nazyvanych, pfi zdiraznéni, také neinterpretované Pet-
riho siteé.

7.5 Linearni algebraicka reprezentace Pe-
triho sité

Maticova reprezentace Petriho sité umoznuje zjednodusit formalni praci
s pojmy, které souviseji se znacenim Petriho sité, a které se tzce doty-

kaji chovani modelovaného systému. Budeme pracovat s celoc¢iselnymi

vektory a maticemi, jejimiz indexy mohou byt prvky libovolnych ko-

ne¢nych mnozin (na rozdil od obvyklych indexti z mnoziny pfirozenych

Cisel).

DEF

m Definice 7.12 Maticova reprezentace Petriho sité

Necht N = (P, T, F, K, W, My) je Petriho sit.

1. Pro ptrechod ¢ € T necht je definovan vektor t : P — Z takto:

W (t,p), jestlize p € t*\ *t
Hp) —W(p,t), jestlize p € *t \ t°
Hp) = W(t,p) — Wi(p,t), jestlize p € *tnte

0, jinak
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Veéta

2. Matice Petriho sité /V je definovana jako matice N : P x T — Z,
kde N(p,t) = t(p).

O

Na obrazku 7.6 je uveden graf Petriho sité, pfislusna matice Petriho
sité a pocatecni znaceni. Je zfejmé, ze kazdé znaceni Petriho sité 1ze
reprezentovat vektorem M : P — N stejné jako slozku K : P —
N U {w} popisujici kapacity mist.

tl t2 t3 t4
P1 1 -1 0
po | —1 1 0
p3| O
P4
Y23
DPs

=
I
)—w—loocw—'oi

o O O
S O W
I
—_

Obrazek 7.6: Matice Petriho sité

Poznamenejme, Ze Petriho sit na obrazku 7.6 je modifikaci modelu
producent — konzument z obrazku 3.8, v niz jsou dva konzumenti re-
prezentovani pouze znackami, nikoliv samostatnymi podsitémi. Cenou
za méné rozsahly model je nerozlisitelnost individualnich konzumenti
(nelze urcit, zda provedenim ptechodu t3 je aktivovan konzument 1
nebo konzument 2).

Matice Petriho sité N je jednoznac¢nou reprezentaci Petriho sité N
pouze v piipadé, ze N je ¢ista Petriho sit (bez vlastnich cykli). V tom
pripadé z ni mohou byt snadno odvozeny slozky P, T, F'i W. Je-li
navic N bezkontaktni Petriho sif, pak chovani N je plné uréeno matici
N a vektorem M. Nésledujici véta dava struc¢né pravidla provadéni
prechodt v pfipadé, ze pracujeme s matici Petriho sité.

m Véta 7.1

Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit a M, M’ : P — N U {w}
jsou dvé znaceni této sité. Pak pro kazdy prechod ¢t € T plati:

1. Jestlize je ptechod ¢t M-proveditelny, pak
Mt)yM' & M+t=M
2. Je-li N navic ¢ista sit, pak
t je M-proveditelny < 0 < M +t < K
N je bezkontaktni < (VM € [My) :0< M+t= M+t <K)
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Skutecné, v siti na na obrazku 7.6 napf. plati:

My [t2) My & My = Mo+t = (1,0,0,0,1,1)4(—1,1,1,3,0,0) = (0,1,1,3,1,1)

nebo

M [ts) My < My = My+t3 =(0,1,1,3,1,1)+(0,0,0,-1,-1,1) = (0,1,1,2,0,0)

Petriho sif s nekonecnymi kapacitami mist spliiuje vlastnost mo-
noténnosti znaceni:

m Lemma 7.1 Monotonnost znacent.

Necht N = (P, T,F,W, K, My) je Petriho sit, pro kterou K(p) = w
pro vSechna p € P. Necht dale M, M, M, jsou libovolné znaceni této
sité, M, My, My : P — NU{w}.

2. M e [M1> :>(M+M2)€ [M1+M2>

Dikaz. Tvrzeni (1) je ziejmé, tvrzeni (2) je dusledkem tvrzeni (1).
O O

V nékterych pripadech, napt. v programovych systémech pro praci
s Petriho sitémi, se setkavame s takovou maticovou reprezentaci Pet-
riho sité, ktera je jednoznacna i pro sité, jez nejsou Cisté.

m Definice 7.13 Tokovada matice.

Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sif. Tokovou matici (flow
matrix) Petriho sité N nazyvame matici F': PxT — NxN, F(p,t) =
(w(p,t), w(t, p)), kde

_ W(I‘,y), je_li <I‘,y> S F
w(z,y) = { 0, jinak

Tokova matice je maticovou reprezentaci vazené tokové relace F'. Vztah
mezi matici N a F je zfejmy:

Vpe PVteT: N(p,t)=w(t,p) —w(p,t)

Matice N je, pro odliseni od matice F', nazyvana nékdy matici zmen
(change matrix) Petriho sité N. O

Lemma

DEF
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Uvazujme Petriho sit, ktera obsahuje cyklus:

Obréazek 7.7: Petriho sif a jeji matice

» Priklad 7.5

Tokové matice F' a matice zmén N pro tuto sit maji tvar:

{1 lo l3
P <17 1> <070> <O70>
= po <170> <072> <O70>
2 <170> <071> <170>
P4 <070> <170> <07 1)

N=

tl t2 t3
D1 0 0 0
P | —1 2 0
bl -1 1 -1
P4 0 —1 1

O

MiiZzeme se rovnéz setkat i s pripadem, kde je matice F' reprezen-
tovana dvéma celo¢iselnymi maticemi F~ a F't:

1 1o 13

P1 1 0 0

= pp| 1 0 0
psl 1 0 1
2|0 1 0

i1t 13

P1 1 0 0

Ff= p, | 0 2 0
ps| 0 1 0

DPa 0 0 1
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Pojmy k zapamatovani ﬂ

e P /T Petriho sif, provedeni pfechodu, nasledné znaceni

e bezkontaktni Petriho sit, komplementace Petriho sité
e prechodova funkce, vypocetni posloupnost

e tokova matice, matice zmén

Shrnuti

Tato kapitola si kladla za cil uvést ¢tenaie do zakladt P/T Petriho Z
siti. Definovali jsme P /T Petriho sité a jejich evolu¢ni pravidla. Déale
bezkontaktni sité, kde nemuize nastat situace, kdy by provedenim pie-
chodu byla prekrocena kapacita mista. Ukazali jsme si alternativni
definici Petriho sité, ktera odstranuje nutnost definovat pojem sit,
avsSak na druhé strané vznika nutnost pracovat s multimnozinou. Za-
vedli jsme maticovou reprezentaci Petriho sité, ktera umoznuje zjed-
nodusit formalni praci s pojmy, které souviseji se znacenim Petriho
siteé.
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@ Priklady k procvic¢eni

1. Zapiste slozky P/T sité z obrazku ve shodé s matematickou
definici P/T siti.

2. Uvazujte Petriho sit na obrazku a vypoc¢tovou posloupnost
titotstyls.

(a) Zapiste odpovidajici posloupnost znaceni.

(b) Jakd vypoctova posloupnost odpovida posloupnosti zna-
¢eni: (1,0,0),(0,0,1),(0,0,0)?

T3
Tl

P2

P1 T4

P3

T2 Iél
T5

3. Uvazujte Petriho sit na obrazku.

(a) Uréete minimélni kapacity mist, tak aby neovlivnily cho-
vani sité.

(b) Reprezentujte tuto sif tokovou matici a matici zmén.

pl

p3
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Kapitola 8

Analyza P /T Petriho siti

Cas potiebny ke studiu: 8 hodin

Cile kapitoly

Jednou z hlavnich pfednosti P/T Petriho siti, jakozto modelova-
citho nastroje, je pomérné vyvazeny vztah mezi jejich modelovaci a
rozhodovaci mocnosti (viz také sekce 11.1)). Pomoci P/T Petriho siti
lze tedy modelovat pomérné Sirokou tfidu problémi, presto vsak lze
modely reprezentované P /T sitémi pomérné snadno analyzovat, tedy
urcovat jejich vlastnosti.
Stanovovani vlastnosti modelu na zakladé jeho analyzy dava globalni
pohled na model, tj. informaci o splnéni dané vlastnosti ve vsech
dosazitelnych stavech modelu.
Naproti tomu simulace modelu, ktera neni obsahem této kapitoly,
dava moznost sledovat urcitou vlastnost pouze ve stavech, kterymi
model projde pfi pouziti daného simula¢niho (testovaciho) scénére.
Je pochopitelné, ze pii rozsahlém (pripadné nekoneéném) stavovém
prostoru nelze simulovat vsechny mozné scénare, proto se vlastnosti
modelil v takovych pfipadech odvozuji pravé pomoci analytickych
metod.
Tato kapitola studuje jednak vlastnosti, které 1ze u jednotlivych mo-
delu specifikovanych pomoci P/T Petriho siti stanovovat, a jednak
metody, pomoci nichz lze tyto vlastnosti z daného modelu odvodit.
Pro studium nékterych vlastnosti je pouzit koncept tzv. stromu do-
sazitelngych znacent, kterému je vénovana samostatna podkapitola.

Pruvodce studiem

Kapitola tizce navazuje na zakladni definice obsazené v kapitole 7.
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Nyni se budeme zabyvat metodami, jez umoznuji ziskat dulezité
informace o vlastnostech dané sité a mohou byt pouzity k ovéreni urci-
tych zadoucich (¢i nezaddoucich) ryst modelovaného systému. Nejprve
vsak vymezime zékladni problémy analyzy Petriho siti.

8.1 Zakladni problémy analyzy

8.1.1 Bezpecnost, omezenost

m Definice 8.1 Bezpecné misto, bezpeénd sit.

Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit. Misto p € P se nazyva
bezpecné (angl. safe), jestlize plati

Je-li kazdé misto Petriho sité N bezpecné, pak tuto sit oznacujeme
jako bezpecnd Petriho sit (angl. safe Petri net). O

Bezpecnost (angl. safeness) sité tedy zarucuje, ze pocet znacek zad-
ného mista v libovolném stavu Petriho sité neprevysi hodnotu 1. Tato
vlastnost je dulezitd v mnoha aplikacich Petriho siti, napf. pifi mo-
delovani logickych obvodi, kdy mista jsou realizovana dvoustavovymi
klopnymi obvody, nebo v ptripadech, kdy vsechna mista sité modeluji
logické podminky (C/E Petriho sité).

Nasledujici podminka neni postacujici podminkou pro to, aby Pe-
triho sif byla bezpecna:

1. M : P —{0,1}, tedy pocatecni znaceni je bezpecné
2. Vf e F:W(f) <1, tedy vahy vSech hran nejsou vétsi nez 1

Petriho sif, ktera vSak spliiuje tyto podminky a ktera neni bezpecna,
miize byt doplnéna o stanoveni kapacity vSech mist na 1, tedy Vp €
P : K(p) = 1, ¢imz bude bezpecnost sité explicitné zaruc¢ena. Takova
sift mtze byt pievedena na komplementirni bezpecnou sif postupem
popsanym v podkapitole 7.2. Na obrazku 8.1 je uvedena Petriho sif,
ktera neni bezpecna a ji odpovidajici komplementarni bezpecna sit.

Bezpecnost sité je specialnim pripadem obecnéjsi vlastnosti, nazy-
vané omezenost (angl. boundedness) Petriho sité.

» Definice 8.2 Omezené misto, omezend sit.

Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit. Misto p € P se nazyva
k-omezené (angl. k-bounded), jestlize plati

JdkeN:VM e [My) : M(p) <k

DEF

DEF
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p3
t1 pl p2 t3
t2
p3
t1 pl p2 t3
t2
pl’ p2’

Obrazek 8.1: Petriho sif, ktera neni bezpecnd, a ji odpovidajici bez-
pecna sit

Misto p € P se nazyva omezené (angl. bounded), je-li k-omezené pro
urc¢ité k € N. Je-li kazdé misto Petriho sité N omezené, pak tuto sit
oznacujeme jako omezend Petriho sit (angl. bounded Petri net). O

Omezena Petriho sit je vyzadovana v pripadech, kdy modelujeme
konec¢né zdroje ¢i prostredky systému, napi. konec¢nou kapacitu vyrov-
navaci paméti, kone¢nou délku fronty apod. Kazda bezpecnda Petriho
sit je 1-omezena Petriho sif.

Nutnou podminkou pro k-omezenost Petriho sité je konecnost po-
catecniho znacent:

My: P —{0,1,... .k}
Stejné jako v pripadé bezpecénych siti mize byt kazda neomezena Pet-

riho sif pfevedena na k-omezenou Petriho sit metodou komplementace
mist.
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8.1.2 Konzervativnost

Petriho sité se casto pouzivaji k modelovani riznych strategii pridélo-
vani zdroji v modelovaném systému. Napi. pomoci Petriho sité mode-
lujeme poZzadavky na piidéleni zdroje (procesoru nebo vstup/vystupniho
zafizeni), vlastni pridéleni zdroje a vraceni zdroje. Tyto operace v Pet-
riho siti modelujeme pomoci odebirani a navraceni znacky do mista, je-
hoz znaceni reprezentuje pocet volnych procesort nebo vstup/vystupnich
zafizeni. Chceme, aby znacky reprezentujici jednotlivé prostiedky ne-
byly ani vytvafeny (generovdny), ani nic¢eny. Pozadujeme tedy, aby
jejich celkovy pocet v siti ztistaval stale konstantni. Vlastnost Petriho
sité, kterd stanovuje, ze pocet znacek se provadénim prechodii neméni,
se nazyva konzervativnost (angl. conservation).

DEF

m Definice 8.3 Striktné konzervationi sit.

Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit. Sit N se nazyva striktné
konzervativni (angl. strictly conservative), jestlize plati

VM € [Mo) = > M(p) = Mo(p)

peEP peEP
O

Striktni konzervativnost Petriho sité je velmi silna vlastnost. Snadno
lze nahlédnout, Ze pro striktné konzervativni sif musi platit:

VeT:Y Wpt)=> W(tp)

pe®t ct®

Pokud by tato podminka nebyla pro néjaky prechod t splnéna, pak by
jeho provedeni zménilo celkovy pocet znacek sité. Na obrazku 8.2 je
priklad Petriho sité, ktera popisuje dva procesy, sdilejici jediny pro-
cesor (modelovany mistem ps) a ji odpovidajici striktné konzervativni
Petriho sit.

Obrazek 8.2 ilustruje casté situace, ve kterych neni pfitazeni mezi
znackami a prostfedky zcela jednoznacné. Napt. znacka v misté po
reprezentuje spolecné proces A i ptridéleny procesor. Vedle toho jsou
v siti obvykle mista, kterych se tok znacek reprezentujicich prostiedky
systému viibec nedotyka. Abychom zjednodusili popis konzervace pro-
stfedkt a vyhnuli se transformacim podobnym jako na obrazku 8.2,
zavedeme pojem konzervativni sité vzhledem ke stanovenym vaham
jednotlivych mist sité.

DEF

m Definice 8.4 Sif konzervativni vzhledem k vdhovému vektoru.
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proces 4 proces B

Obrazek 8.2: Striktné konzervativni Petriho sit

Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sif a v : P — N vektor. Sit

N je konzervativni vzhledem k vahovému vektoru v, jestlize plati

VM € [My) : Zv(p)M(p) = ZU(p)Mo(p)

peEP peP

Petriho sif N nazveme konzervativni (angl. conservative), je-li konzer-
vativni vzhledem k vahovému vektoru v > 0. Pfipoménme, ze

v>0&peP:u(p) >0

O

Prvni Petriho sif na obrazku 8.2, protoze je konzervativni vzhledem
k vdhovému vektoru (1,2, 1,2, 1) (nebo presnéji {p; — 1,py — 2, p3 —
1,ps — 1,ps +— 1}). Piiklad nekonzervativni sité je na obrazku 8.3.
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Obrazek 8.3: Nekonzervativni Petriho sit

8.1.3 Zivost, uvaznuti

vvvvvv

souvisi s problémem wuvdznuti (zablokovani) modelovaného systému,
ktery je v anglicky psané literatufe oznacovan terminem deadlock. Po-
moci modelu Petriho sité si vysvétlime situaci, kdy mize k uvaznuti
dojit.

Na obréazku 8.4 je Petriho sit, ktera je modifikaci sité z obrazku 8.2.
V tomto pripadé procesy A a B pozaduji pfidéleni dvou spole¢nych
(sdilenych) zdrojt ¢ a r, které jsou reprezentovany misty py a ps. Jed-
notlivé procesy vsSak vyzaduji tyto zdroje v opacném poradi: zatimco
proces A vyzaduje zdroje v poradi ¢, r, proces B je pozaduje v poradi
r,q.

Na pocatku jsou oba zdroje volné a oba procesy jsou pripraveny
k provadéni. Uvazujeme-li napt. vypocetni posloupnost titotstststs,
nebo posloupnost t4t5tstitats, pak Petriho sit modeluje korektni pro-
vadéni procesi A a B. Jina situace vsak nastane pri provadéni vypo-
¢etni posloupnosti zac¢inajici prefixem tt4. Po provedeni prechodu ¢,
a ty4 je procesu A dostane zdroj q a ¢eka na uvolnéni zdroje r, zatimco
proces B dostane zdroj r a ¢ekéa na uvolnéni prostiedku q. Procesy A a
B tedy ¢ekaji na sebe vzajemné. Tento stav, nazyvany uvdznuti (angl.
deadlock), znamen4 tiplné zablokovani systému. Zadny z procesti A a
B nemtize pokracovat a zadny prechod sité neni v tomto okamziku
proveditelny.

» Definice 8.5 Zivé znaceni, Zivd sit.
Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit. Znaceni M € [M,) je
Zivé, jestlize Vt € T existuje néjaké znaceni M; € [M) takové, Ze

DEF
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proces a proces b

Obrazek 8.4: Pridélovani zdrojt — deadlock

prechod t je M;-proveditelny.
Jsou-li vSechna znaceni z [My) zivda, pak Petriho sit N je Zivd
(angl. live). O

Po provedeni ptechodti ¢; a t; Petriho sité na obrazku 8.4 dosta-
neme naceni {p; — 0,py — 1,p3 — 0,py — 0,p5 — 1,pg — 0}, nebo
zjednodusené (0,1,0,0,1,0). Toto znaceni neni zivé, tudiz ani Petriho
sit neni Ziva.

Nekdy se setkavame s definici pojmu zivosti vztazené k prechodtim
sité, pricemz je mozné rozlisit rizné kvalitativni hladiny zivosti.

DEF

m Definice 8.6 Hladiny Zivosti.

Necht N je Petriho sit s mnozinou piechodu 17" a po¢ateénim znacenim
M. Prechod t je:

e Zivy na hladiné 0, neni-li proveditelny v zddném znaceni z [My) ,
je tedy nezivy

e Zivy na hladiné 1, jestlize existuje znaceni M € [M,) takové,
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ze prechod t je M-proveditelny

o Zivy na hladiné 2, jestlize pro kazdé n € N existuje vypocetni
posloupnost, ve které se prechod t vyskytuje alespon n-krat.

e Zivy na hladiné 3, jestlize existuje vypocetni posloupnost, ve
které se prechod t vyskytuje nekonecnékrat.

e Zivy na hladiné 4, jestlize pro kazdé M; € [M,) existuje znaceni
M, € [M) takové, Ze prechod t je My-proveditelny.

Hladiny zivosti prechodu rozsifime na hladinu zivosti Petriho sité: Pet-
riho sit Zivd na hladiné h, jestlize vSechny prechody jsou Zivé na hladiné
h, nebo vyssi.

Zivé Petriho sif dle definice 8.5 odpovidéa Petriho siti Zivé na hla-
diné 4 dle definice 8.6. O

» Priklad 8.1 Hiadiny Zivosti.

Na obrazku 8.5 je zobrazena Petriho sif, jejiz prechody jsou klasifiko-
vany do riznych hladin zivosti.

Obrazek 8.5: Petriho sit ilustrujici riizné hladiny Zivosti prechodu

e Prechod t; nemiize byt proveden nikdy, je zivy na hladiné 0.
e Ptechod ¢, lze provést pravé jednou, je zivy na hladiné 1.

e Ptechod t3 muze byt proveden n-krat pro libovolné n, avsak
pocet jeho provedeni zavisi na pocCtu provedeni pfechodu t4.

xX+y
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DEF

DEF

Chceme-li provést prechod t3 5-krat, pak nejprve 5-krat prove-
deme prechod t4, poté ty a pak b-krat t3. Jakmile vSak je pro-
veden prechod ¢y (a ten musi byt proveden, aby ¢3 byl provedi-
telny), pak je pocet provedeni pfechodu t3 pevné dan. Proto je
t3 zivy na hladiné 2 a ne na hladiné 3.

e Ptechod ¢, miize byt proveden libovolné krat a je tedy zivy na
hladiné 3, avsak ne na hladiné 4, protoZze po provedeni prechodu
to nemtize jiz byt nikdy proveden.

8.1.4 Dosazitelnost a pokryti

VSechny dosud diskutované vlastnosti Petriho sité souvisely s dosa-
zitelnymi znacenimi Petriho sité. Zda je zadané znaceni dosazitelné
z pocatecniho znaceni, tedy zda je prvkem stavového prostoru Petriho
sité, patii tedy mezi zakladni problémy analyzy Petriho siti.

m Definice 8.7 Problém dosazitelnosti.

Problém dosazitelnosti (angl. reachability problem) je formulovan takto:
Je déana Petriho sit N = (P,T,F,W, K, M,) a znaceni M : P —
NU{w}.

Plati M € [My) ?

O

Resenim tohoto problému mtizeme napf. rozhodnout, zda sit neni
7iva, protoze mize dosdhnout jistého nezivého znaceni, nebo zda je
dosazitelny uréity jiny vyznamny stav sité. Rada problémit analyzy
Petriho sité mize byt formulovana pravé s vyuzitim problému dosazi-
telnosti.

V nékterych otazkach analyzy Petriho sité nas nemusi zajimat
konkrétni hodnoty znaceni, kterych lze ¢i nelze dosahnout, ale pouze
otazka, zda lze dosdhnout znaceni, jehoz nékteré slozky jsou vétsi nez
jista celociselna hodnota. Tento problém, nazyvany problémem po-
kryti, vymezuji nasledujici definice.

m Definice 8.8 Pokryti znacend.

Necht N je Petriho sit a M, M, dvé jeji znaceni. Znaceni M; je
pokryto znacenim M, pokud M; < M, tedy Vp € P : My(p) <
Mg(p) O
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m Definice 8.9 Problém pokryti.

Problém pokryti (angl. coverability problem) je formulovan takto: Je
déna Petriho sit N = (P, T, F, W, K, M) a znaceni M : P — NU{w}.
Je dosazitelné takové znaceni, které pokryva M, tedy

AN, € [M) : M < M?

8.1.5 Ekvivalence a inkluze

Jinou t¥idou problémt, o niz se zminime, jsou problémy, které se vazi
na transformace a optimalizace Petriho sité. Casto chceme danou Pet-
riho sit modifikovat s cilem dosdhnout urcitych vlastnosti, napf. zvysit
miru paralelismu nebo dosdhnout nizsi cenu realizace (implementace)
systému. V takovém piipadé nas prirozené zajima, v jakém vztahu jsou
puvodni a transformovana Petriho sité. RozliSujeme dva typy vztahd,
které jsou formulovany dvéma problémy:

e problémem ekvivalence Petriho siti (angl. equivalence problem)
e problémem inkluze Petriho siti (angl. subset problem)

Konkrétni formulace téchto problémil muze mit fadu variant. Vztah
ekvivalence dvou Petriho siti miize napt. pozadovat shodnost mnozin
vypocetnich posloupnosti obou siti, nebo shodnost mnozin dosazitel-
nych znaceni, nebo oboji. Vztah inkluze dvou Petriho siti mtize, kromé
pozadavkl inkluze mnozin vypocetnich posloupnosti a mnozin zna-
¢eni, zohlednovat i transformace, pii kterych se méni mnozina mist
transformované sité (napf. vypusténim mista, které nemtize byt nikdy
oznaceno). V tom piipadé lze pouzit projekci mezi vektory znaceni
puvodni a vysledné sité. V kazdém piipadé je vsak tfeba konkrétni
problém ekvivalence i inkluze peclivé a presné definovat.

8.1.6 Dalsi okruhy problému analyzy

Posledni okruh problémi analyzy se zaméfuje na otazky spojené s vy-
pocetnimi posloupnostmi dané Petriho sité. Zajima nas, zda je prove-
ditelna v Petriho siti dana posloupnost prechodi nebo, zda se v né-
které vypocetni posloupnosti mohou objevit vedle sebe urcité pre-
chody apod. Tyto problémy vedou k pojmu jazyka generovaného da-
nou Petriho siti, podobné jako u konecnych automati nebo Turingo-
vych stroji. Vlastnostmi jazykt generovanych Petriho siti se budeme
zabyvat v samostatné podkapitole.

DEF
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Uvedeny soubor problémt analyzy Petriho siti neni vycerpavajici;
popisuje vSak problémy, které se nejcastéji diskutuji v odborné litera-
tufe a odrazeji dilezité praktické aspekty aplikaci Petriho siti. Nyni
se budeme zabyvat nékterymi technikami analyzy Petriho siti.

8.2 Strom dosazitelnych znaceni

Cela rada metod analyzy Petriho sité vychazi z grafové reprezentace
stavového prostoru Petriho sité, nazyvané strom dosaZitelnych znacent
(angl. reachability tree) resp. strom pokryti (angl. coverability tree).
Strom dosazitelnych znaceni je ve skuteCnosti urcitou abstrakci pfe-
chodové funkce Petriho sité (definice 7.11) definované na potencialné
nekonecném stavovém prostoru moznych znaceni sité. Strom dosazitel-
nych znaceni pripousti pouze konecny pocet stavii a diagram modifiko-
vané prechodové funkce vyjadiuje ve tvaru orientovaného kotenového
stromu, jehoz kofenem je pocatecni znaceni Petriho sité. Principem
zobrazeni nekonec¢ného stavového prostoru na kone¢nou mnozinu vr-
cholii stromu je agregace urcitych nekonecnych podmnozin znaceni
a jejich zobrazeni v konecném poctu vrcholt stromu. Jestlize v pri-
béhu konstrukce stromu dosazitelnych znaceni zjistime, ze jista slozka
vektoru znaceni roste nade vSechny meze, pak tato slozka nabude hod-
noty w a prislusny vektor reprezentuje nekone¢nou mnozinu znaceni,
pro ktera tato slozka nabyva libovolné nezaporné celociselné hodnoty.

Drive, nez formalné popiseme algoritmus konstrukce stromu dosa-
zitelnych znaceni, ukazeme si tvar postupné ziskavanych stromt a tvar
vysledného stromu dosazitelnych znaceni.

» Priklad 8.2 Konstrukce stromu dosaZitelnyjch znacend.

Na obrézku 8.6 je dana Petriho sif, pro kterou hledame strom dosazi-
telnych znaceni. Zac¢atek postupu (v prvnich tiech krocich) a vysledek
ilustruje obrazek 8.7.

O

8.2.1 Algoritmus konstrukce stromu dosazitelnych
znaceni

Kazdy vrchol x stromu bude ohodnocen zna¢enim M, : P — NU{w}.
Vrcholy budou dale klasifikovany do 4 typt : celni, koncovy, dupliko-
vany a vniting vrchol. Celni vrcholy jsou ty vrcholy, které jsou algorit-
mem pravé zpracovavany. Jsou preménény na koncové, nebo dupliko-
vané, nebo vnitini. Algoritmus zacina od kofene stromu, kterému je
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p2

t1 t3

pl t2 p3

Obrazek 8.6: Petriho sif pro ilustraci stromu dosazitelnych znaceni

(1,0,0)
5/ e
(1,0,0) (1,1,0) (0,1,2)
S
(1,1,0) 0,1,1) (1,2,0) (0,2,1) (0,0,1)
(a) 1. krok (b) 2. krok
(1,0,0) (1,0,0)
tl/ t2 '[l/ t2
(1,1,0) 0,1,1) 1,w,0) 0,1,1)
A AR
(1,2,0) 0,2,1) ©00.1) (Lw.0  (©Owl) (001
S :
(1,3,0) 0,3,1) 0,1,1) ©0,w.1)
(c) 3. krok (d) vysledny strom

Obrazek 8.7: Konstrukce stromu dosazitelnych znaceni

pritazeno pocatecni znaceni M, a ktery je jedinym c¢elnim vrcholem.
Algoritmus pracuje tak dlouho, pokud zustavaji Celni vrcholy, podle
téchto pravidel:

Necht z je pravé zpracovavany celni vrchol s ohodnocenim M,

1. Existuje-li jiny vrchol y vytvareného stromu, ktery neni celni a
je ohodnocen stejnym znacenim jako vrchol z, tj. M, = M,, pak
se vrchol M, stava duplikovanym vrcholem.
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Véta

2. Jestlize pro znaceni M, neexistuje prechod ¢ € T', pro ktery by
t byl M,-proveditelny (tj. 6(M,,t) neni definovano), pak M, je
koncovy vrchol stromu.

3. Pro prechod t, ktery je M,-proveditelny, vytvoiime novy celni
vrchol z stromu. Ohodnoceni M., je definovano nasledovné. Pro
vSechna p € P:

(a) je-li M,(p) =w, pak M,(p) =w

(b) existuje-li na cesté z kofene stromu do vrcholu z vrchol y
takovy, ze M, < §(M,,t), (tj. znaceni, které vznikne pro-
vedenim prechodu ¢ ze znaceni M,, pokryva znaceni M,),
a jestlize M, (p) < 6(M,,t)(p), pak M,(p) =w

(c) jinak M.(p) = 0(M,,t)(p)

Hrana vedena z vrcholu x do vrcholu z je oznacena prechodem
t a vrchol z se stava ¢elnim vrcholem.

Jakmile jsou vsechny vrcholy stromu pfevedeny na koncové, dupli-
kované nebo vnitini, algoritmus koné¢i. Vysledny strom je stromem
dosazitelnych znaceni dané Petriho sité.

m Véta 8.1 Konecnost stromu dosaZitelnych znacent

Necht N je Petriho sit. Strom dosazitelnych znaceni sité N vytvoreny
podle predchoziho algoritmu je vzdy konecny.

Dikaz. Dikaz véty vyzaduje nékolik pomocnych tvrzeni. Lze ho
nalézt v [8]. O O

Nyni si ukdzeme, jak lze nékteré z problému analyzy Petriho siti
fesit na zakladé prislusného stromu dosazitelnych znaceni.

8.2.2 Omezenost a bezpec¢nost sité

Jestlize pro danou sit N nalezneme piislusny strom dosazitelnych zna-
¢eni, pak rozhodnuti omezenosti ¢i bezpecnosti sité je jednoduché. Je-
li néktery z vrcholi stromu oznacen znacenim obsahujicim symbol w,
pak dand sit neni omezena. Naopak neni-li dan4 sit omezena, pak jeji
mnozina dosazitelnych znaceni je nekonecna, a proto musi existovat
alespon jeden vrchol stromu, jenz je ohodnocen znacenim obsahujicim
symbol w.
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Absence symbolu w ve znacenich vrcholt stromu tedy jednoznacné
indikuje omezenost sité a lze snadno uréit hodnotu & (maximalni hod-
notu libovolné slozky znaceni) urcujici k-omezenost sité. Je-li k = 1,
pak je sit bezpecna.

Omezend Petriho sif mé konec¢ny stavovy prostor, jeji strom do-
sazitelnych znaceni je v podstaté stromovym vyjadienim piechodové
funkce kone¢ného automatu a miize byt pouzit nejen pro analyzu vlast-
nosti znaceni sité, ale také pro analyzu vypocetnich posloupnosti site.

Strom dosazitelnych znaceni je uzitecny pro dalsi analyzu i v pii-
padé neomezené sité. Miize nas zajimat, kterd mista jsou neomezena
nebo jaka je hodnota k udavajici k-omezenost vyznacnych mist site.

8.2.3 Konzervativnost

Stromu dosazitelnych znaceni lze pouzit i pro efektivni analyzu konzer-
vativnosti sité, ktera predpoklada ze soucet znacek vsech mist, vazeny
vahovym vektorem v : P — N\ {0}, je vzdy konstantni. Mame-li
tedy Petriho sit a jeji strom dosazitelnych znaceni, pak rozhodnuti
konzervativnosti sité vyzaduje nalezeni tohoto vahového vektoru.

Necht mnozina mist uvazované Petriho sité je P = {p1,...,p,} a
mnozina vrcholi stromu dosazitelnych znaceni je U = {u1, ..., Uy} a
necht M,, je znaceni, kterym je ohodnocen vrchol ;. Déle pFedpokla-
dejme, Ze Petriho sif je konzervativni, tj. plati

Vp € [My) : Z M(p).v(p) = konst

peP

My je pocatecni znaceni sité a konst je urcita konstanta
Pak musi existovat feSeni soustavy linearnich rovnic a nerovnosti
tvaru:

v.M,, = konst
v.M,, = konst

v.M,, = konst
v(p;)) > 0 Vi=1,...,n

pro n + 1 neznamych v(p;) a konst v oboru kladnych celych ¢isel.
Reseni soustavy je zndmy problém, na ktery lze aplikovat metodu
linearniho programovani, nebo modifikované metody feseni soustavy
linearnich rovnic. Pokud existuje jeho feseni v oboru kladnych racio-
nalnich ¢isel, pak vysledné celociselné vahy (i hodnotu konst) ziskame
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x+y

prevedenim vysledku na spoleéného jmenovatele. Pokud existuje te-
Seni ve tvaru v(p;) = 1 pro vSechny i = 1,...,n, pak Petriho sit je
striktné konzervationi.

Reseni uvedené soustavy viak nemusi existovat. V tom piipadé
uvazovand Petriho sif neni konzervativni. Tato situace zfejmé nastane
vzdy, neni-li Petriho sit omezené, protoze vyskyt w v nékterém vektoru
M, .; predstavuje libovolny celociselny prispévek k cislu konst. Prak-
ticky vSak mutzeme problém konzervativnosti fesit pro urcitou podsit
vyloucenim neomezenych mist tak, Ze polozime v(p;) = 0 pro ta mista,
pro ktera existuje u € U : M,(p;) = w.

8.2.4 Problém pokryti

Dalsi problém, ktery lze tispésné fesit s vyuzitim stromu dosazitelnych
znaceni je problém pokryti: existuje pro dané znaceni M dostupné zna-
ceni M’, tak ze M < M'? Algoritmus nalezeni znaceni M’ je zfejmy:;
prochézime vSechny vrcholy stromu dosazitelnych znaceni a testujeme
nerovnost M < M’ (pfipomenme, Ze plati k& < w pro libovolné k € N).
Pokud takovy vrchol neexistuje, pak rovnéz neexistuje pokryti M’ a
algoritmus kon¢i v koneéném poctu kroki. Nalezneme-li vrchol x, pro
ktery M < M,, pak M, je hledané pokryti a cesta z kofene do vrcholu
x specifikuje vypocetni posloupnost realizujici toto pokryti. Tato spe-
cifikace vSak neni jednoznacna v ptipadé, ze M, obsahuje symbol w;
pro M, € N” je nutné prislusny prechod vypocetni posloupnosti v do-
statecném poctu iterovat. Pokud vice slozek vektoru M, je rovno sym-
bolu w, pak se zde mohou objevit vzajemné interakce mezi zménami
znaceni a iteracemi pfislusnych prechodt, jak ilustruje priklad 8.3.

= Piiklad 8.3 Resend problému pokryti pomoci stromu dosaZitelnijch
znacent

Na obrazku 8.8 je Petriho sit a jeji strom dosazitelnych znaceni. Ptame
se, zda existuje pokryti znaceni napi. (0,14, 1,7) a jaky tvar maji vy-
pocetni posloupnosti, které k tomuto pokryti vedou. Odpovéd na prvni
¢ast otazky je ziejmd; vrchol (0,w, 1, w) stromu dosazitelnych znaceni
zarucuje existenci nekonec¢né mnoha pokryti. K tomuto vrcholu vede
cesta oznacend prechody titst3; vypocetni posloupnost vedouci k po-
kryti znaceni (0,14,1,7) proto bude mit tvar ¢]t5t5. Pocet iteraci
prechodu ¢; vSak neni 14, jak bychom se mohli domnivat, ale mini-
malné 21, protoze nezbytnych 7 iteraci prechodu t3 odstrani 7 znacek
z mista po. O

I v takovych pripadech vsak existuje algoritmus nalezeni vypo-
¢etni posloupnosti realizujici zadané pokryti, pokud toto pokryti sa-
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(1,0,0,0)
e
(1,0,0,0) (0,0,1,0)
t/\tz
(1,0,0,0) (0,0,1,0)
t3
(0,w,1, )
t3
(0,0,1,w)

Obrazek 8.8: Tlustrace feSeni problému pokryti

moziejmé existuje.

8.2.5 Omezeni aplikace stromu dosazitelnych zna-
ceni

Na rozdil od dosud diskutovanych tloh analyzy Petriho sité je po-
uziti stromu dosazitelnych znaceni pii feseni problému Zivosti sité a
problému dosazitelnosti znac¢eni omezené. To vyplyva ze skutecnosti,
7e strom dosazitelnych znaceni je abstrakci pfechodové funkce, v niz
dochazi ke ztraté urcité informace. Vztah mezi Petriho siti a pfi-
slusnym stromem dosazitelnych znaceni neni pak jednojednoznacny;
dvéma riznym Petriho sitim muze prisluset stejny strom, jak ukazuje
obrazek 8.9. Obrazek 8.9 muzeme vyuzit i pro ilustraci podstaty nere-
Sitelnosti obecného problému zivosti sité a problému dosazitelnosti na
zékladé stromu dosazitelnych znaceni.

Sit Ny neni ziva. Napf. vypocetni posloupnost t;tst3 vede ke zna-
¢eni (0,1,0):

(17070) [tl> (17072) [t2> (07172) [t3> (07170)

pro které neni jiz zadny z prechodt sité N; proveditelny. Na druhé
strané sit N, je ziva; v jeji mnoziné dosazitelnych znaceni nelezi zna-
¢eni (0,1,0). Vrchol (0,1,w) sice reprezentuje nekoneénou mnozinu
znaceni lisicich se posledni slozkou, avsak obecné neplati, ze libovolny
jeji prvek je dosazitelny.

Presto miize byt strom dosazitelnjch znaceni nékdy vyuzit i pro
vyTesSeni otazek tykajicich se zivosti sité, ¢i dosazitelnosti znaceni.
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(1,0, w) (0,1, w)
b
(0,1,w) (1,0, 0)

Obrazek 8.9: Stejny strom dosazitelnych znaceni pro rizné Petriho sité

Napriklad, obsahuje-li strom dosazitelnych znaceni koncovy vrchol
(vrchol bez nasledniki), pak pfislusna sit nemtze byt ziva. Podobné,
je-li znacenim M € N" ohodnocen jisty vrchol stromu, pak je M
dostupné. Na druhé strané, neni-li M pokrytelné zadnym znacenim
stromu, pak je jisté nedostupné.

Jiné, vaznéjsi omezeni aplikovatelnosti stromu dosazitelnych zna-
¢eni souvisi s jeho vypoctovou slozitosti. Zvlasté kritické jsou pamétové
naroky algoritmu jeho konstrukce. Pro modifikaci stromu dosazitel-
nych znaceni, zvanou graf dosaZitelnych znaceni (pfipoustéjici cykly
grafu) byla dokdzana nasledujici vlastnost [10]:

Existuje posloupnost Petriho siti Ny, Na, ..., jejichz velikost (cel-
kovy pocet vrchol, hran a pocatecnich znacek) roste linearné, ta-
kova, ze odpovidajici grafy dosazitelnych znaceni G, G, ... rostou
(vzhledem k poctu vrcholi) rychleji nez libovolna primitivné rekur-
zivni funkce. Toto tvrzeni ma znacné neptiznivé dusledky pro univer-
zalni vyuziti stromu dosazitelnych znaceni:

Necht N; a N, jsou Petriho sité s pocatecnim znacenim M} resp.
M2, které maji identické mnoZiny mist a kone¢né mnoziny dosazitel-
nych znaceni [M]}) resp. [Mg) .

1. Je rozhodnutelné jestli [M]) C [M¢) , aviak ne v rekurzivné
primitivnim case nebo prostoru. Podobny vysledek plati pro pro-
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blém [M}) = [M2) .

2. Jsou-li [M}) a [MZ) nekonetné mnoziny, pak oba problémy
jsou nerozhodnutelné.

Pro Petriho sit velikosti n je rozhodnutelné s pamétovou slozitosti
2¢mle9m) 7da je mnozina [My) dosazitelnych znaceni kone¢né [10].
Stejnou slozitost pak ma i problém pokryti.

K teseni téchto problémi tedy neni nutné konstruovat strom do-
sazitelnych znaceni. Navic je zde ukazano, Ze oba problémy nemohou
byt rozhodnuty v prostoru 2v™.
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Pojmy k zapamatovani
v ’ 70 7 70
e bezpecna sit, omezena sit
. v . 7 70 v ’ ot
e striktné konzervativni sit, ziva sit

e strom dosazitelnjch znaceni

Shrnuti

V této kapitole jsme se sousttedili na problém analyzy P/T Pet-
riho siti, kterda nam umoznuje ziskat dilezité informace o vlastnos-
tech dané sité a mtze byt pouzita k ovéfeni urcitych zadoucich (i
vlastnosti, které studujeme u Petriho siti, souvisi s problémem uvéaz-
nuti modelovaného systému. Mezi zakladni problémy analyzy Petriho
siti patti také, zda je zadané znaceni dosazitelné z pocatecniho zna-
¢eni, tedy zda je prvkem stavového prostoru Petriho sité. Posledni
okruh problémi analyzy se zamétfuje na otazky spojené s vypocet-
nimi posloupnostmi dané Petriho sité.
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Piiklady k procvic¢eni
1. Uvazujte Petriho sit na obrazku. Na zdkladé stromu dosazitel-
nych znaceni rozhodnéte:

(a) Kterd mista sité jsou neomezena? Zduvodnéte.

(b) Je tato sif ziva? Zdavodnéte.

t2

p2
(O——

p3

1 t4

pl t3

2. Pro Petriho sit na obrézku sestrojte strom dosazitelnych zna-
Ceni. Déle ukazte (nebo vyvratte), ze:

(a) =AM’ € [My) takové, ze (1,2,3) < M’
(b) sit je omezena
(c) sit je ziva

a p2

T

c e d

L

b p3

P’
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Kapitola 9

Invarianty

Cas potiebny ke studiu: 6 hodin

Cile kapitoly

Nyni se budeme zabyvat metodami analyzy, které jsou zalozeny na
linearni algebraické reprezentaci Petriho sité (sekce 7.5). Budou nés
zajimat mnoziny mist, které nemeéni svoje znacky v pribéhu prova-
déni prechodi. Jejich znalost (identifikace) ndm pomtze v analyze
zivosti sité a v ovéfovani urcitych specifickych vlastnosti, které ma
modelovany systém zachovavat. Mnoziny takovych mist se nazyvaji
P-invarianty .
T-invarianty udavaji kolikrat je tfeba, pocinaje urcitym znacenim,
provést kazdy prechod sité, abychom ziskali nazpét toto znaceni (re-
produkovali dané znaceni sité).

Pruvodce studiem

Ke studiu této kapitoly budete potfebovat nejen znalosti z kapitol 7
a 8, ale rovnéz zakladni znalosti linearni algebry, pouziti matic a
feseni soustav rovnic.

137




138 KAPITOLA 9. INVARIANTY

Obsah
9.1 P-invarianty . . . .. ... ... 000000 139
9.2 T-invarianty . . ... ... ... 0000 147




9.1. P-INVARIANTY

139

9.1 P-invarianty

Nejdfive uvazujme specidlni t¥idu P-invariantd. Necht NN je Petriho
sit, N = (P,T,F,W, K, My), pro kterou Vf € F : W(f) = 1, tj.
vahy vSech hran jsou rovny 1. Chceme charakterizovat mnoziny II C
P, které zachovavaji celkovy soucet znacek po libovolném provedeni
prechodu. Aby tomu tak bylo, pak, je-li IT takovd mnozina mist a
p € II, pak pro kazdy prechod t € p® musi existovat misto p’ € ¢°,
které je také obsazeno v II. Jinak FfeCeno, znacka se premistuje po
hranéach (p,t) a (t,p') z mista p do mista p’. Analogicky, pro kazdy
proveditelny ptrechod t € *p existuje misto p’ € °t takové, ze znacka se
premistuje po hranach (p',t) a (¢,p) z mista p’ do p. Tedy mnozina II
miize byt charakterizovana mnozinou hran ® C F'| které splnuji tyto
podminky:

1. Jestlize hrana f € ® zacina nebo kon¢i v misté p, pak vSechny
hrany vedouci z mista nebo do mista p patii do mnoziny .

2. Pro kazdou hranu f € ® koncici v ur¢itém pfechodu ¢, existuje
pravé jedna hrana f’ € ® zacinajici v t.

Na obrazku 9.1 je uvedena takovad mnozina mist II; odpovidajici mno-
zinu @ tvoii silné vytazené hrany. Jind mnozina mist spliujici poza-
davek neménného souctu znacek je mnozina {pi, p2, ps, ps}. Popsany

Obrazek 9.1: Ilustrace specifickych podmnozin mist

zpusob urc¢ovani mnoziny II, resp. ® neni dostacujici v ptipadé, ze Pe-
triho sit obsahuje hrany s vahou vétsi nez 1. Piikladem muze byt sit
na obrazku 9.2, ktera je striktné konzervativni. Hledand mnozina II
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Obrazek 9.2: Striktné konzervativni Petriho sit

obsahuje vSechna mista sité. Pokusme se tedy nyni odvodit, co musi
platit pro mnozinu mist II v obecné Petriho siti. Ma-li ziistat soucet
znacek mist z II C P nezménény pii provedeni libovolného pfechodu

t €T, pak
Y Wipt)= > W(t,p)

petNIl petenIl

Podle definice 7.12 je tato podminka ekvivalentni podmince

tedy

i)+ D tp) =0

pe*tnIl pet* NIl

kterou lze dale upravit do tvaru:

pe(*tUt®)NII

a dokonce do tvaru

> tp) =0

pell

Nahradime-li nyni mnozinu II jejim charakteristickym vektorem cyq,
pak lze podminku na mnozinu mist II zapsat ve tvaru

S tp).calp) = 0

pell

nebo vektorové
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Pokud se soucet znacek v mistech z II nema zménit pri provedeni
libovolného prechodu, pak podminka ¢.c;; = 0 musi platit pro vSechny
prechody t € T a tudiz musi platit

N'ep=0
kde N je matice Petriho sité N.

Naopak, kazdé Feseni rovnice N'.x = 0, které obsahuje pouze
slozky z {0,1} je charakteristickym vektorem mnoziny II, kterd za-
chovava soucet znacek.

Budeme se zabjvat vztahem i ostatnich FeSeni rovnice N'.oz = 0
k vlastnostem urcitych podmnozin mist a zavedeme tiidu obecnych
invarianti.

m Definice 9.1 P-invariant, bindrni P-invariant.

Necht N = (P, T,F,W, K, M) je Petriho sif. Vektor i : P — Z

nazyvame P-invariantem Petriho sité N, jestlize plati N'.i = 0.
Jestlize i(p) € {0,1} pro v8echna p € P, pak i nazyvame bindrnim
P-invariantem sité N. O

m Lemma 9.1 Soucet a ndsobek P-invariantu.

Necht i; a iy jsou P-invarianty sité N a necht z € Z. Pak i; + 15 a 2.44
jsou také P-invarianty sité V.

Dikaz. Je jednoduchym cvicenim z linearni algebry. ] O

» Priklad 9.1 P-invarianty.

Na obrazku 9.3 jsou uvedeny vsechny P-invarianty Petriho sité z ob-
razku 9.1. Invarianty ¢; a 75 jsou binarni invarianty odpovidajici mno-

zindm {p1, ps, pa} a {p1,p2, P15} O
tl tg t3 t4 t5 11 19 ’ig 14
pr | —1 0 —1 0 1441 1 2 0
D2 1 -1 0 0 0j 0 1 1 1
P3 1 0 0 1 —-1)1 0 1 -1
ml 0 0 1 -1 o1 1 2 o0
D5 0 1 0 1 —-1J0 1 1 1

Obréazek 9.3: Matice a P-invarianty sité z obrazku 9.1

DEF

Lemma

xX+y
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Veéta

Zamysleme se nyni nad tim, jakou interpretaci maji nebinarni in-
varianty; v predchozim ptikladé invarianty i3 a i4. Jestlize peclivé pro-
hlédneme sit na obrazku 9.1, zjistime, Ze jedna znacka v misté p;
odpovida dvéma znackam v mistech py a p3 dohromady a podobné
znacka v misté p, odpovida dvéma znackam rozloZzenym v mistech
p3 a ps. Tedy znacky v mistech p; a ps maji vahu dvojnasobnou nez
znacky v mistech py, p3 a ps. Uvazujme proto takto vazeny soucet
znacek. Pak pro kazda dvé znaceni M; a Moy, pro kterda M; [t) M,, kde
te {tl, to, t3, 1y, t5}, plati

2My(p1) + 2M1(pa) + My (p2) + Mi(p3) + Mi(ps) =
2Ms(p1) + 2M3(ps) + Ma(p2) + Ma(ps) + Ma(ps)

coz vyjadfuje pravé invariant is:
Ml.ig - MQ.ig

Podobné lze z obrazku 9.1 zjistit, ze pro kazdé dostupné znaceni
M € [M,) =zistava v platnosti vztah

M (ps) = M(p2) + M(ps)

coz je podminka odpovidajici poslednimu invariantu i4:
My.1y = M.iy

Koncept P-invarianti souvisi do zna¢né miry s jiz zavedenym po-
jmem Petriho sité konzervativni vzhledem k vahovému vektoru. Kazdy
P-invariant mtze byt povazovan za obecny vahovy vektor, v némz jsou
povoleny i zaporné slozky. Na rozdil od pojmu konzervativnosti, ktery
akceptoval pozadavek neméniciho se poc¢tu znacek celé sité ¢i podsite,
je pojem P-invariantu obecnéjsi a odrazi urcité podminky systému,
které by mély byt zachovany.

Vénujme dale pozornost nékterym vlastnostem P-invarianti, které
usnadni analyzu Petriho sité.

m Véta 9.1 Znacent sité vzhledem k P-invariantu.

Necht N je Petriho sif s poc¢ateénim znacenim M. Pak pro kazdy
P-invariant 7 sité€ N a pro kazdé dosazitelné znaceni M € [M,) plati
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Dikaz. Necht My, My € [My) anecht t € T takové, ze M, [t) Mo.
Pak podle véty 7.1 plati My = M; + t. Déale plati, Ze t.i = 0, nebot i
je invariant. Proto

O O

Opacna implikace plati pouze tehdy, miize-li byt kazdy prechod
sité IV proveden alespon jednou, tzn. specialné plati pro zivé site.

m Véta 9.2 P-invariant v Zivé siti.

Necht N je ziva Petriho sif a necht 7 : P — Z je vektor mist, pro ktery
plati
VM S [M0> Moo= M()Z

Pak 7 je P-invariant.

Dukaz. Staci dokazat, ze pro kazdy prechod t € T plati t.i = O.
Necht tedy t € T'a M € [My) a necht t je M-proveditelny. Pak
M [ty M’ a plati
Mi=Mi=(M+t)i=Mi+ti
Tudiz t.i = 0. O O
Je zfejmé, ze misto, které muize ziskat neomezeny pocet znacek,

nemuze patfit zadnému kladnému P-invariantu. Této vlastnosti lze
vyuzit pro analyzu omezenosti Petriho sité.

m Definice 9.2 Pokryti sité P-invarianty.

Petriho sit N je pokryta P-invarianty, jestlize pro kazdé misto p € P
existuje nezaporny P-invariant ¢ sité N takovy, Ze jeho slozka i(p) > 0.
O

m Véta 9.3 Kladny P-invariant.

Je-li Petriho sit N pokryta P-invarianty, pak existuje P-invariant i sité
N, pro ktery plati Vp € P :i(p) > 0.

Dukaz. Podle predpokladu, pro kazdé p € P existuje invariant ¢,
sité N, pro ktery i,(p) > 0. Podle lemmatu 9.1 je invariantem také

z:E Ip

peP

Véta

DEF

Veéta
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Kazda slozka vektoru ¢ je proto vypoctena podle
i) = i)
peP
je tedy souctem |p| nezadpornych hodnot, z nichZ nejméné jedna je vétsi
nez nula — konkrétné je to ta slozka i,(p’), kde p = p’. Proto i soucet
je vétsi nez nula, tedy Vp € P :i(p) >0 O O
Véta m Véta 9.4 Pokryti P-invarianty a omezenost site.
Necht N je Petriho sif s koneénym pocateénim znacenim M. Je-li N
pokryta P-invarianty, pak je omezena.
Dukaz. Necht ¢ € P je libovolné misto sité N a i je P-invariant, pro
ktery i(q) > 0 a necht M € [M,) . Pomoci aplikace véty 9.1
M(q).i(q) <> M(p).i(p) = M.i = Mo.i
peEP
Odtud dostaneme »
)
M(q) < My——
() = Mo
O O Opacné tvrzeni k vété 9.4, tj. je-li sit omezend, pak je pokryta
P-invarianty, obecné neplati.

Nyni si ukdzeme, na piikladé neptilis rozsdhlého systému, jak mo-
hou byt pouzity P-invarianty k ovéfeni urcitych strukturalnich vlast-
nosti modelu.

xty = Piiklad 9.2 Ctendri a pisai.

Uvazujme model, ktery je v operacnich systémech oznacovan termi-
nem ctendri a pisari (angl. readers and writers). Kazdy z n procest
operac¢niho systému mize pouzivat spole¢nou vyrovnavaci pamét (bu-
ffer), aby do ni ur¢itd data zapsal nebo z ni data precetl. Ma-li byt
zajisténa spolehlivost operacniho systému, pak je nutné ptistup pro-
cesti k vyrovnavaci paméti urc¢itym zptsobem ridit. Predpokladejme,
7e se procesy budou chovat podle téchto pravidel:

e Jestlize zadny proces nezapisuje data do vyrovnavaci paméti,
pak nejvyse k procesti, k& < n muze simultanné ¢ist z vyrovnavaci
pameti.
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e Pristup libovolného procesu, ktery chce zapisovat, je povolen
pouze tehdy, jestlize zadny z procesii ani necte, ani nezapisuje
z/do vyrovnavaci paméti.

Petriho sif tohoto modelu je na obrazku 9.4. Procesy se mohou na-
chazet v jednom z péti stavi, odpovidajicich mistam py, p1, P2, P3, Pa-
Na pocatku jsou vSechny procesy pasivni a synchronizacni misto ps
obsahuje k znacek.

t4 readers t1

p3 t3 t0 pl

Obrazek 9.4: Ctenaii a pisaii

Ukazeme, ze na zakladé invariantd této Petriho sité, které jsou
uvedeny v tabulce na obrazku 9.5, mtizeme dokéazat korektnost navrhu
daného systému. Z jednotlivych invariantii ¢; a iy vyplyva pro kazdé

to tl tg t3 t4 t5 il ig MO
wl—1 0 1 -1 0 11 o] n
m| 1 -1 0 0 0 0|1 0of o
| 0 1 -1 0 0 o1 1] o0
ps 0 0 0 1 -1 of1 of o
pal 0 0 0 0 1 —1{1 k| o
ps| 0 -1 1 0 —k k|0 1| &

Obrazek 9.5: Matice, P-invarianty a pocatecni znaceni

znaceni M € [My) nésledujici:
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e Invariant i;:
4 4
ZM(I%) = ZMO(Z%) =n
i=0 i=0

To znamend, Ze pocet procest je konstantni, roven n (Zadné pro-
cesy se neztraceji, ani nepfibyvaji), a ze kazdy proces je v jednom
ze stavi po, p1, P2, P3; Pa-

e Invariant is:

M(p2) + k.M (ps) + M(ps) = Mo(p2) + k.Mo(ps) + Mo(ps)

Tedy, ps obsahuje nanejvys jednu znacku, tj. vzdy existuje nej-
vyse jeden zapisujici proces. Obsahuje-li misto ps znacku, pak
M(py) = M(ps) = 0, tj. jakmile néktery z procest zapisuje,
zadny proces necte. Misto p, mize obsahovat maximéalné £ zna-
¢ek, tj. maximalné k procesi ¢te simultanné z vyrovnavaci pa-
méti. Jestlize zadny z procest necte, M(ps) = 0, pak p, muze
obsahovat k znacek a pak je synchroniza¢ni misto ps prazdné.

O

Na zakladé téchto fakti mtzeme dokazat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni.

Petriho sit na obrazku 9.4 s uvedenym pocatecnim znacenim a s ka-
pacitami mist

1, proi=4
K(p;)) =4 k, proie {25}
n, proi€{0,1,3}

je ziva.

Ddikaz. Specifikované kapacity K(p;),7 € {0,1,2,3,4,5}, jak jsme
jiz ukézali, neovlivni zivost sité. Provérime dale, zda pro kazdé zna-
Ceni M € [My) je alespon jeden pfechod M-proveditelny. V pripadé
M (po) + M(p2) + M(ps) > 0 vidime z grafu sité, ze miize byt proveden
alesponi jeden z prechodt ty, t2, t3 nebo t5. Jestlize je M (po) + M (p2) +
M (py) = 0, pak z iy plyne M (py)+ M (ps) = n ay iz plyne M(ps) = k.
Tedy t; nebo t3 jsou proveditelné. Nyni, jestlize py je préazdné pro né-
jaké M € [My) , pak muze ziskat znacku v nasledujicich krocich.
7Z toho plyne Zivost pfechodt ¢, a t5. Zivost ostatnich piechodi pak
plyne zcela zjevné. O O
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9.2 T-invarianty
Nyni se budeme zabyvat fesenim soustavy rovnic tvaru:
Nu=0

Predpokladejme, ze vektor u : T — N je takovym TeSenim. Jestlize je
mozné, pocinaje urcitym znacenim M, provést kazdy prechod ¢ presné
u(t)-krat, pak opét ziskdme znaceni M.

Skutecné, necht ¢; je charakteristicky vektor mnoziny {t}, t € T,
pak t = N.c; Jestlize M, [t) My, pak My +t = M; (véta 7.1).

Podobné, jestlize My [t1) My [ta) My, pak Mo+t + 1ty = M a
tedy Mo+ N.ci, + N.cy, = Mo+ (¢, + ¢1,) = M,. Obecné, tudiz, pro
My [t1) My [ta) ... [tg) My dostavéame:

k k k
My=DMy+Y ti=My+Y Ny =My+ N> ¢, =My+Nu

i=1 i=1 =1

Tento dtlezity fakt vyjadiime nasledujici vétou.

m Véta 9.5 Véta
Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit a necht My, My, ..., My € [My)
aty,ty,...,tp €T, pricemz
My [t1) My [ta) ... [tx) My
Necht vektor u : T — N je definovan takto:
u(t)y=Hi:t;=tN1<i<k}

Pak

Mo + ﬂu = Mk

([

Opak véty 9.5 obecné neplati, protoze pro provedeni vypocetni po-
sloupnosti odpovidajici vektoru u je tfeba dostate¢ného poctu znacek
a dostatecné volné kapacity mist.

m Véta 9.6 Véta

Necht N je Petriho sit N = (P, T, F,W, K, My), pro kterou K(p) = w
pro vSechna p € P. Necht M, M’ : P — N jsou dvé znaceni a nechf
u: T — N je vektor. Pak M+ N.u = M’, jestlize existuje M" : P — N
a prechody t1,ts, ..., tx € T takové,ze (M+M") [t1) ... [te) (M'+M")
aprovSechnat € T'jeu(t)=|i:t; =t N1 <i<k}|
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DEF

Lemma

Dikaz.
1. ,«<%“: Je tvrzenim véty 9.5.

2. ,=*“: Provedeme indukeci pro j = S5 u(ty).

Necht j = 0, pak M = M’. Dokazované tvrzeni plati pro libo-
volné znaceni M”, protoze M + M" [0) M'+ M".

Nyni predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro j — 1 a necht t € T je
prechod, pro ktery u = u’ + ¢;. Pak Zle w(t)=75—1.

Méme M + N.uw = M'. Déale necht M"" = M’ —t. Pak
M+N.uw' = M+N.(u—¢;) = M+N.u—N.c; = M+N.u—t = M'—t = M"”

Podle induktivni hypotézy existuje k € N, urcité znaceni M" a
vypocetni posloupnost ¢y, to, . . .t tak, ze (M+M") [t1) ... [tp) (M"+
M"), kde v'(t) = [{i:t;=t N1 <i<k}|

Nyni nechf znaceni M:P—N je definovano takto:

— [ W(p,t), prope-*t
M(p) = { 0, jinak

Pak M [t) M +ta (M+ M +M)[t:) ... [te) (M"+ M +
M) [tgs1) (M +t+M"+ M), ty41 = t, protoze Vp € P : K(p) =
w. Tedy,

M”+t=M"avteT u(t)={i:ti=tA1<i<k+1}

O O

Déle se budeme zabyvat vztahem mezi feSenim soustavy N.x = 0
a vlastnosti nazyvanou reprodukovatelnost znaceni.

m Definice 9.3 Reprodukovatelnost znacent.

Zmaceni M Petriho sité N se nazyva reprodukovatelné, jestlize existuje
M'" # M tak, ze M' € [M) a zaroven M € [M') . O

® Lemma 9.2

Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit, pro kterou Vp € P :
K(p) = w. Je-li znaceni M sité N reprodukovatelné, pak je rovnéz
reprodukovatelné znaceni M + M’ pro libovolné znaceni M’ sité N.
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Ddikaz. Je-li M reprodukovatelné, pak M [a) M pro urcitou vy-
pocetni posloupnost « € T*. Ponévadz Vp € P : K(p) = w, plati
M + M’ [a) M + M’ pro libovolné znaceni M’ : P — NU{w}. O O

m Definice 9.4 T-invariant.

Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit. Vektor i : T" — Z se
nazyva T-invariant sité N, jestlize N.i = 0. O

m Lemma 9.3 Soucet a ndsobek T-invariantu.

Necht i; a iy jsou T-invarianty sité N a nechf z € Z. Pak i; +1is a 2.4;
jsou také T-invarianty sité V.

Ddikaz. Je analogicky k ditkazu lemmatu 9.1. O O

m Véta 9.7

Necht N je Petriho sit s neomezenymi kapacitami vSech mist. Siti N
prislusi nenulovy T-invariant i pravé tehdy, ma-li reprodukovatelné
znaceni.

Dikaz. N.i=0<0+N.i=0< 3ty,ty,...t, € T a M" takové, ze
(O4+M")[t1) ... [tx) (O+M")aVt € T :i(t) = [{i: t; =tNl <1 < k}|
(véta 9.6). 0 0

m Definice 9.5 Realizovatelnost T-invariantu.

T-invariant ¢ Petriho sité N se nazyva realizovatelny, jestlize existuje
M € [My) a vypoletni posloupnost M [t1) ... [tx) M, takova, ze
VteT i) =i ti=tN1<i<Ek}. 0

Ne kazdy kladny T-invariant ¢ je realizovatelny. Dokonce ani nepo-
stacuje, aby N byla ziva a omezena a kazdé znaceni bylo reproduko-
vatelné a invariant ¢ nebyl souctem jinych kladnych T-invariantt. Na
obrazku 9.6 je priklad takové sité. T-invariant ¢ definovany zobrazenim
i(t1) =i(te) = i(ts) = i(tg) = 1 a i(t3) = i(t4) = 0 neni realizovatelny.

Na zéavér ukdZeme, Ze Ziva a omezend Petriho sit je pokryta T-
invarianty.

DEF

Lemma

Veéta

DEF
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DEF

Véta

Véta

Obrazek 9.6: Petriho sit s nerealizovatelnym T-invariantem

m Definice 9.6 Pokryti sité T-invarianty.

Petriho sit NV je pokryta T-invarianty, jestlize pro kazdy piechod ¢ sité
N existuje nezdporny T-invariant ¢ sité N takovy, ze i(t) > 0. O

m Véta 9.8 Kladny T-invariant.

Je-li Petriho sif N pokryta T-invarianty, pak existuje invariant ¢ sité
N takovy, Ze i(t) > 0 pro vSechny ptechody t € T

Dikaz. Podle definice 9.6 pro kazdy prechod t € T existuje T-
invariant 4, sité N takovy, ze i,(t) > 0. Invariant i = ), _, i, ziskany
aplikaci lemmatu 9.3, je hledanym T-invariantem. O O

m Véta 9.9 T-invarianty v Zivych omezenych sitich.

Kazd4 ziva a omezena Petriho sif je pokryta T-invarianty.

Dikaz. Jelli N = (P, T,F,W, K, M) ziva a omezena Petriho sit,
pak existuje znaceni M € [M,) a vypocetni posloupnost

M [th) My [th) ... [t.) Mg, ve které byl kazdy prechod t € T proveden
alespon jedenkrat a kde My = M. Definujme vektor u : T' — N takto:

w(t) = |{i: . =tAl<i<k}
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Podle véty 9.5 plati M 4+ N.u = My, a protoze M = My, je N.u = 0.
Vektor u je tedy T-invariant, a ponévadz navic Vt € T': u(t) > 0, u je
T-invariant, ktery pokryva Petriho sit N. O O

Véta 9.9 predstavuje pouze nutnou podminku pro zZivost omezené
Petriho sité. Jeji vyznam pro analyzu je zfejmy: neni-li dand Petriho
sit pokryta T-invarianty, pak neni Ziva nebo neni omezen4.
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ﬂ Pojmy k zapamatovani

e P-invariant, pokryti sité P-invarianty

e T-invariant, pokryti sité T-invarianty

e reprodukovatelnost znaceni, realizovatelnost T-invariantu

Shrnuti
Z Tato kapitola si kladla za cil uvést do metod analyzy zalozené

na linearni algebraické reprezentaci Petriho sité. Nejdfive jsme uva-
zovali tfidu P-invariantt, které zachovavaji celkovy soucet znacek
po libovolném provedeni prechodu. Koncept P-invariantii souvisi do
znacné miry s jiz zavedenym pojmem Petriho sité konzervativni
vzhledem k vdhovému vektoru. Vedle toho T-invarianty udavaji koli-
krat je tfeba, poc¢inaje urcitym znacenim, provést kazdy prechod site,
abychom ziskali nazpét toto znaceni.
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Piiklady k procvic¢eni @

1. Vypoctéte P-invarianty Petriho sité z obrazku. Je tato sit po- o
kryta P-invarianty?

2. Ukazte, ze Petriho sit z obrazku neni pokryta P-invarianty.
p2 t2

pl t3

3. Ukazte, ze Petriho sit z obrazku mé T-invarianty, které nejsou

realizovatelné.
p8

O

p5

t4

t2

p7
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Kapitola 10

Jazyky Petriho siti

Cas potiebny ke studiu: 13 hodin

Cile kapitoly

Jak jsme se dozvédéli v predchozich kapitolach, vypocetni posloup-
nost Petriho sité je posloupnost prechodu, jejichz postupnym prove-
denim se z pocatecniho znaceni dostavame do dalsich a dalsich zna-
¢eni Petriho sité. Aby vsak mohl byt dany pfechod proveden, musi
byt splnény jisté podminky kladené na okoli tohoto prechodu, tedy
na vahy hran vstupujicich a vystupujicich, znaceni mist v presetu a
postsetu prechodu a kapacity postsetu prechodu.
Priradime-li jednotlivym pirechodtim symboly, pak posloupnosti sym-
bolii odpovidajici danym vypocetnim posloupnostem Petriho sité
tvoii jejich jazyk, neboli mnozZinu vét (fetézcii) tohoto jazyka.
Tato kapitola definuje zptsoby, jakymi lze k jednotlivym pfechodtm
pritadit symboly jazyka, a u jednotlivych zptsobti studuje dopad na
mohutnost t¥idy jazykt generované Petriho sitémi.
Obdobné jsou zde specifikovany rozlicné zptisoby urceni, kterou vy-
pocetni posloupnost zahrneme do mnoziny vét jazyka a kterou jiz ne
(pomoci definice koncovyjch stavi) a opét u téchto zpusobt studu-
jeme dopad na mohutnost tfidy jazyk.
Na ptikladé jedné tiidy jazykt Petriho siti jsou ukazany jejich uza-
vérové vlastnosti a zafazeni do Chomského hierarchie jazyki.

Pruvodce studiem

Ke studiu této kapitoly budete potrebovat nejen znalosti z kapi-
tol 7 a 8, ale rovnéz zakladni znalosti z teorie formalnich jazyku a
porozuméni Chomského hierarchii jazyki.
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V kapitole 7 jsme uvedli koncept jazyka generovaného Petriho siti
jako mmnoziny vsech vypocetnich posloupnosti, které mohou byt v dané
Petriho siti provedeny. Tato mnozina predstavuje jednu z nejdilezitéj-
sich charakteristik modelovaného systému. Proto také tvofii casto for-
malni zéklad pro stanoveni ekvivalence Petriho siti; dvé Petriho sité
jsou ekvivalentni, jestlize jsou totozné jejich jazyky. Z této ekvivalence
pak vychazeji mnohé optimalizace nebo transformace Petriho siti.

Dilezité je rovnéz vyuziti jazykt Petriho siti pfi syntéze systém,
jejichz modelem je Petriho sit s pozadovanym chovanim. Existuji po-
stupy, jak lze automaticky ziskat kompozici elementarnich Petriho siti
vyslednou Petriho sit, jejiz chovani bylo specifikovano urcitym formal-
nim jazykem. Tyto postupy jsou podobné automatické syntéze konec-
ného automatu na zakladé specifikovaného regularniho vyrazu.

Ne posledni z motivaci studia jazykt Petriho siti je jejich zaclenéni
do Chomského hierarchie formélnich jazykt. Jejich ,pozice* v této
hierarchii nam ukéze, jakou modelovaci a rozhodovaci silu prislusnych
modeli mizeme v riznych problémech spojenych s teorii formalnich
jazyki ocekavat.

10.1 Definice jazykt Petriho siti

Jak jiz jsme nékolikrat zduraznili, Petriho sité vznikly zobecnénim
kone¢nych automatii. Tato skutecnost se projevuje i v definici jazykt
Petriho siti. V analogii s jazyky pfijimanymi konecnymi automaty je
ucelné zavést i pro Petriho sif pojmy vstupni abeceda, pocatecni stav a
mnozina koncovych stavii. Pfipomenme, ze prechodova funkce Petriho
sité jiz byla definovana v kapitole 7.

10.1.1 Abeceda a ohodnoceni Petriho sité

Dosud jsme predpokladali, ze symboly fetézcii reprezentujicich vy-
pocetni posloupnosti jsou shodné s oznacenimi pfechodt Petriho sité
(s prvky mnoziny 7'). To ndm sice umoziuje jednoznaéné popisovat
posloupnosti provadéni prechodtl sité, na druhé strané vsak nemi-
zeme, vzhledem k sémantice modelovanych operaci, vyjadfit takovou
situaci, kdy dva rtzné prechody sité popisuji stejnou operaci nebo
situaci, kdy prechod modeluje urcitou vnitini (pomocnou) operaci,
kterou nechceme ve vété jazyka zobrazovat. Z tohoto divodu zave-
deme, vedle mnoziny prechodi 7', abecedu Y. Petriho sité a zobrazeni
AT — XU{e}, které kazdému prechodu sité prifadi symbol abecedy
Y} nebo prazdny symbol €. Zobrazeni A budeme nazyvat ohodnocenim
prechodi (angl. labeling) a pfislusnou Petriho sit ohodnocenou Petriho
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siti.
Podle ohodnoceni pfechodi (podle tvaru zobrazeni \) se v litera-
tute rozlisuji t¥i typy ohodnocenych Petriho siti:

1. Nejomezenéjsim typem jsou sité s injektivnim ohodnocenim A :
T — 3, t.j.
Aty =Xt =t="

oznacované jako free-labeled Petri nets.

2. Obecnéjsi typ ohodnoceni A : T' — ¥ pripousti, aby dva rizné
prechody byly ohodnoceny stejnym symbolem abecedy, avsak
nepripousti ohodnoceni prechodu prazdnym symbolem.

3. Treti typ je libovolné ohodnoceni tvaru A : 7" — X U {e}.

10.1.2 Pocateéni stav a pocatecni misto

Jiz vime, ze mnozinu stavt Petriho sité tvofi mnozina [Mj) ; poc¢atecni
stav ziejmé odpovida pocateénimu znaceni My. Pro urcité operace
s Petriho sitémi je nékdy vhodné, aby pocatecni stav sité byl spojen
se znaCenim jediného mista — pocdtecniho (startovaciho) mista ps tak,
ze
Mo(ps) = 1AVp € P,p# ps: Mo(p) =0

Ukézeme, ze zavedeni pocatecniho mista nevylucuje, aby fakticky li-
bovolné znaceni Petriho sité mohlo byt pocatecnim znacenim. Uva-
zujme libovolnou Petriho sit N = (P, T, F, W, K, M,). Ekvivalentni sit
N = (P, T' F', W' K', M]) s po¢atecnim mistem ps vytvofime takto:

1. P"= PU/{ps}, kde ps € P je nové pridané pocatecni misto
2. T" =T U{ts}, kde ts ¢ T je nové pfidany prechod
3. F' = FU Fy, kde Fyg = {(ps, ts)} U {(ts, p)| Mo(p) # 0}

4. W' je rozsifeni vahové funkce W: W' (ps,ts) = 1 A W'(ts,p) =
k< Mo(p) = k. k € N\ {0)

5. K’ je rozsiteni K: K'(ps) =1
6. My: PU{ps} — N, Mi(ps) =1,¥Ype P: Mip)=0

Situaci ilustruje obrazek 10.1. Na pocatku je proveditelny pouze pre-
chod ts.Jeho provedenim ziskdme znaceni M, kde M{(p) = My(p) pro
vSechna p € P. Mnoziny vypocetnich posloupnosti siti N a N’ se lisi
pouze tim, Ze kazda vypocetni posloupnost sité N’ za¢ind symbolem
ts; pokud definujeme ohodnoceni A\(ts) = € a Vt € T : A(t) = t, pak
jsou tyto mnoziny shodné.
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Obrazek 10.1: Pocatecni misto Petriho sité

10.1.3 Koncové stavy Petriho sité

Definice koncovych stavii ma nejvétsi vliv na jazyky specifikované Pe-
triho sitémi. Existuji ¢tyfi rizné definice, které vymezuji t¥idy jazykt
oznacované jako jazyky typu L, G, T a P. Prvni tfida jazykd vyu-
ziva k definici mnozinu koncovych stavi tak, jak ji zname z kone¢nych
automat.

m Definice 10.1 Jazyky typu L.

Necht N je Petriho sit s pocateénim znacenim My, s ohodnocenim
prechodi A : T" — ¥ U {¢}, se (zobecnénou) prechodovou funkci §
(definice 7.11)

51 [Mo) x T* — [Mp)

a s mnozinou koncovych stavi Qr C [My) . Jazyk L(N) C ¥* Petriho
sité definovany jako

L(N) = {Ma)|a € T" A6(Mo), a) € Qr}

se nazyva jazykem typu L. O

Trida jazykt typu L je bohatd a mocna. Mechanismus generovani
vét dosazenim presné urceného znaceni (koncového stavu) vSak neni
zcela v souladu se zakladni filozofii Petriho sité, specialné s pravidly
provadéni prechodi sité. Skutecné, je-li prechodova funkce (M, t) de-
finovana pro znaceni M, pak je definovana rovnéz §(M’,t), pro kazdé
M’ > M. Tento nesoulad odstranuje definice jazyku typu G.

m Definice 10.2 Jazyky typu G.

Necht N je Petriho sit s pocateénim znacenim My, s ohodnocenim
prechodit A\, pfechodovou funkei  a s mnozinou koncovych stavi Q.

DEF

DEF
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Jazyk L(N) Petriho sité N definovany jako
L(N) = {Ma)|a € T* NIM; € Q¢ : 6(My, ) > M}

se nazyva jazykem typu G. O

Tteti typ jazyka Petriho siti je definovan na zakladé absolutizova-
ného pojeti koncového stavu. Znaceni M; je koncovym stavem prave
tehdy, jestlize funkce §(M;, t) je nedefinovana pro kazdy pfechod t. Na-
proti tomu posledni, ¢tvrty typ jazyki Petriho siti je odvozen z predpo-
kladu, ze kazdé dosazitelné znaceni mize reprezentovat koncovy stav.
Tyto odlisné pristupy vymezuje nasledujici definice.

DEF m Definice 10.3 Jazyky typu T a P.

Necht N je Petriho sit s poc¢atenim znacenim My, s ohodnocenim
prechodii A\ a prechodovou funkei §.

1. Jazyk L(N) Petriho sité N definovany jako
L(N) ={\a)|a € T* N6(My, ) € [My) A(6(My,),t)
je nedefinovano Vt € T'}
se nazyva jazykem typu T.

2. Jazyk L(N) Petriho sité N definovany jako
L(N) ={Ma)|la e T* N6(M,a) € [My) }
se nazyva jazykem typu P.

O

Jazyk typu P je tzv. prefivovgm jazykem. Je-li x € L(N) a x = yz
pak také y € L(N).

Uvéazime-li nyni, ze pro kazdou z t¥id L, G, T a P mohou byt vyme-
zeny tii tiidy jazyki Petriho siti podle typu ohodnoceni A\, dostavame
dvanact specifickych t¥id podle schématu na obrazku 10.2. Mezi té-

AT — X% AT — X% AT — EU{e}
A injektivni (free labeled) | bez e-piechodti | s e-pfechody
L-typ Lf L Le
G-typ Gf G Ge
T-typ Tf T T
P-typ Pf P P

Obrazek 10.2: Tridy jazyku
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mito tfidami jazykl existuji evidentné vzajemné vztahy vyjadritelné
mnozinovou inkluzi. Z klasifikace jazyki podle typu ohodnoceni A je
napf. zfejmé, ze plati :

LFCLCLe

Gfcagcas
™ C T CTe
PfcpPcpe

Na obrazku 10.3 jsou znazornény vzajemné vztahy téchto t¥id jazyki
tak, jak jsou uvedeny a diskutovany v [9]. Orientovana hrana z A do
B vyjadiuje inkluzi A O B.

™ « T — T
1 !

Lf « L « L
! !

G —« G « G
l ! !

Pf — P «— Pc

Obrazek 10.3: Vztahy ttid jazyki

10.2 Vlastnosti jazykt Petriho siti typu
L

V této sekci se omezime pouze na jazyky typu L. Tato tiida, jak uka-
zuje obrazek 10.3, je dostatecné obecna a byla z hlediska vlastnosti
nejvice studovana a analyzovana. Zamétfime se na dva okruhy pro-
blémii; na uzaveérové vlastnosti vzhledem k fadé operaci nad jazyky a
dale na vztah této tfidy k Chomského hierarchii formélnich jazyk.

10.2.1 Standardni tvar Petriho sité

Abychom zjednodusili nékteré dalsi postupy, zavedeme nejdiive urdci-
tou standardizovanou formu ohodnocené Petriho sité, na kterou muze
byt kazda jind Petriho sit pfevedena. Ve snaze zredukovat pocet slo-
7ek definice ohodnoceni sité nebudeme dale uvadét kapacitu mist K
a budeme predpokladat, ze vSechna mista maji neomezenou kapacitu
(viz. sekce 7.2).
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DEF

m Definice 10.4 Petriho sit ve standardnim tvaru.

Petriho sit N = (P, T, F, W, My, ps, &, \, Pr, Q¢) nazveme ohodnocenou

Petriho siti ve standardnim tvaru, jestlize

1. Slozky P, T, F', W, My a ()¢ maji dosud uzivany vyznam
2. ps € P je pocatecni misto takové, ze

(a) Mo(ps) =1AVpeP \ {ps} : MO(p) =0
(b) YVt €T : (t,ps) € F

3. A: T — X je ohodnoceni pfechodt sité
4. P: je mnozina koncovych mist, pro niz plati

a) PrC P

(
(b) ps € P < €€ L(N)

)
)

(c) Vt € T,Vpe € P\ {ps} : (pr,t) & F
)

(d) Je-i M(pe) > 0 pro néjaké M € [My) , pak d(M,t) je
nedefinovana pro vSechna t € T.

O

Petriho sif ve standardnim tvaru zjednodusuje provadéni sité a roz-
hodovéni, zda generovany fetézec je prvkem jazyka L(N). Skutecné,
provadéni sité konéi, jakmile koncové misto ziskd znacku (v tom pii-
padé jiz neni proveditelny zadny prechod). Pokud nyni dosazené zna-
¢eni je znacenim koncovym, pak odpovidajici ohodnocena vypocetni
posloupnost je prvkem jazyka L(N). Tento test na koncové znaceni
je samoziejmé nutny, protoze po ukonceni evoluce sité, mize byt do-
sazeno znaceni M, které pokryva koncové znaceni, avsak koncovym
znacenim neni. V tom pripadé odpovidajici posloupnost nepatii do
L(N). Velmi casto se jako koncové znaceni (viz diikaz nasledujici véty
a priklady tohoto odstavce) uziva jediné koncové znaceni, které ma,
s vyjimkou slozky M (pe), vSechny slozky nulové. Pokud € € L(N), pak
je koncovym znacenim také znaceni pocatecni.

Véta m Véta 10.1 FEzistence sité ve standardnim tvaru.

Ke kazdé ohodnocené Petriho siti N (typu L) existuje ekvivalentni
ohodnocené Petriho sif N’ ve standardnim tvaru tak, ze L(N) =
L(N').
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Dikaz. Ukéazeme konstrukei sité N’. Necht N je Petriho sit typu L,
N = (PaTa FaWM0>p57Za)‘>QF)a kde Q¢ C [M0> .
Prosit N' = (P, T, F', W' M, p', %', N, P;) definujeme jeji slozky

takto:

1. P' = PU{ps, pr, pr}, kde ps, pr a p, jsou nova mista reprezentujici
pocatecni, koncové a pomocné misto (run place) sité N'.

2. Pocatecni znaceni M ma slozky: M{(ps) = 1 a My(p) = 0 pro
v8echna p € P'\ {ps}

3. Mnozina koncovych mist P = { (e},

jestlize My & Q¢
{pS7pF}7 jeStliie MO S QF

4. Nejdrive vytvorime nové prechody pro generovani fetézct délky
1. Tyto Tetézce 1ze snadno nalézt:

re€ LIN)N|z|=1< 3t eT :\t)=aAN5(My,t) € Q

(a) Pro vSechna z € L(N), |z| =1 (tedy = € ¥) polozime

1.

i

—

i

1v.

1.

t/. € T" je novy prechod
N(t) ==

{(ps. 1), (t, pe) } © F
W'(ps, tp) = W'(t,,pe) = 1

Déle budeme uvazovat véty délky vétsi nez 1.

(b) Necht x € L(N) a |z| > 1 a necht tento Fetézec je ge-
nerovan vypocetni posloupnosti t;,t;, ...t;, € T (tj. © =
A(tiyti, - .. t;, ). Tuto vypocetni posloupnost sité N bude emu-
lovat vypocetni posloupnost at; t, ...t b sité N, jejiz pre-

i1 Vi2

chody jsou definovany nasledovné:

1.

ii.

Polozime: (ps,a) € F', W'(ps,a) = 1. Pro vSechna p €
P, pro kterda My(p) > 0 bude (a,p) € F' a W(a,p) =
My(p). Déle (a,p,) € F" a W'(a,p,) = 1.

Necht (Mo, titi, ... ti,) = M, kde My € Q. Pro
v8echna p € P, pro kterd M(p) > 0 polozime: (p,b) €
F"a W'(p,b) = Mc(p). Dale (p,,b) € F', W(p,,b) =1
a (b,pe) € F', W/(b,ps) = 1. Prechody a a b (stejné
jako vSechny ostatni pfechody z T”) jsou spojeny s mis-
tem p, vlastni smyckou, coz zarucuje, ze po odstranéni
znacky z mista p, se stanou vSechny prechody sité N’
neproveditelné.
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iii. Pro vsechna t € T" definujeme t' € T" takto:
t="tU{p}

t* =t U{p}
N = A\t)
Pokud bychom nyni polozili \'(a) = X' (b) = €, pak jiz ziska-
vame sit N’ takovou, ze L(N) = L(N’). Protoze N je vSak
siti typu L a ne L€, nelze prechody a a b ohodnotit prazd-
nym symbolem. Pokusime se proto o jiné feSeni, spocivajici
ve slouceni dvojic ptechodt (a,t;, ), resp. (t; ,b) do jediného
ptrechodu ¢;,, resp. t/Z: tak, jak to ilustruje obrazek 10.4.

P,

Petriho sit’" N

Obrazek 10.4: Konstrukce Petriho sité ve standardnim tvaru

(c) PopiSeme konstrukci prechodi typu ¢ slucujicich dvojice
piechodii (a,t] ). Pro vSechny pfechody ¢ € 1" postupujeme
takto:

Jestlize plati Vp € *t : My(p) > Wi(p,t) (tj. 6(My,t) je
definovano a t je prvnim pfechodem néjaké vypocetni po-
sloupnosti sité N), pak k pfechodu t definujeme prechod
teT

i *t={ps}a Wips,t)=1

ii. Oznacme *7 = {p|(Mo(p) — W(p,t) > 0}. Ziejmé *7 C

*t. Pak polozime £* = t* U *T U {p, }, pficemz
W(t,p) =1
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W'(t,p) = Mo(p) — w(p,t) + w(t,p), kde
— W(l’,y), je_li <$7y> €F
w(z,y) = { 0, v opacném pripadé
iii. V() = \(t)

Tuto konstrukei ilustruje obrazek 10.5.

Obrazek 10.5: Konstrukce Petriho sité ve standardnim tvaru - pokra-
¢ovani

(d) Analogicky vytvoFime pfechody typu ¢ slucujici dvojice (b, ti):
Pro vSechny pfechody ¢ € T a koncova znaceni M: € Q¢
postupujeme takto:

Jestlize plati Vp € t* : M¢(p) > W(t,p) pro néjaké M, €
Qf (tj. t mize byt poslednim pfechodgm jisté vypocetni
posloupnosti), pak definujeme piechod t € T":
i. Polozime *t = *t U {p|M.(p) > 0} U {p,}, pFicemz:
W,(pm%\) =1
W'(p,#) = Me(p) + w(p, t) — w(t, p), kde w(z,y) je
definovano stejné jako v predeslém bodé
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i, 1= {pt a W(t,pe) =1
. N(t) = A(t)
5. Mnozina koncovych stavii je nyni definovana takto:
Q- {M!}, jestlize e € L(N)
o ML MY, jestlize € € L(N)
kde M{(p) =0 pro p € P\ {pe} a M{(pe) = 1.
Tim jsme dokoncili konstrukei sité N’. Jestlize nyni fetézec x € L(N)
je generovan vypocetni posloupnosti ¢;,t;, ...t , © = Nty ti, ... 1i,),
pak této vypocetni posloupnosti odpovida pravé jedna vypocetni po-
sloupnost t;,t;, . ..t;,, kterd generuje fetézec N (t; t;, ... ¢;, ) = x. Tedy
x € L(N) & x € L(N') a tudiz L(N) = L(N') a sit¢ N a N’ jsou
ekvivalentni. O O
10.2.2 TUzavérové vlastnosti
Existence standardniho tvaru Petriho sité typu L ticelné vyuzijeme pii
ditkazech a konstrukcich souvisejicich s uzaveérovymi vlastnostmi této
tridy jazyku.
Véta m Véta 10.2 Uzavrenost vzhledem ke konkatenaci jazykii.

Necht L; a L, jsou dva jazyky generované Petriho sitémi. Pak jazyk
L = Ly.Ls je také jazykem generovanym Petriho siti.

Dikaz. Pripomenme, ze konkatenace jazykit Li.Ls je jazyk L
L:{l’y|$€L1/\y€L2}

Predpokladejme, Ze jazyk Lq, resp. jazyk Lo je generovan Petriho siti
N, resp. Ny ve standardnim tvaru. Konstrukce sité N generujici jazyk
L je jednoducha, zvlasté v pripadé, kdy € ¢ L(N;). Pak ziejmé staci
ztotoznit misto pg s mistem ps,. Mnozina koncovych mist sité N je
rovna Fr. Tuto konstrukei ilustruje obrazek 10.6 v piikladu 10.1.

V piipadé, ze e € L(N), pak staci rozsitit spojeni obou siti o urc¢ité
nové prechody takto:

1. Pro kazdy prechod t € Ty takovy, Ze (ps,, t) € F sestrojime novy
prechod t' € T', pro ktery:

(a) (psut/) er, W(psnt,) = W2(p51,t)
(b) #* = t* AVp € 1*: W/(t', p) = Wa(t, p)
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2. My(ps:) =1,V¥p € PLUP,\ {ps.} : Mo(p) =0
3. Mnozina koncovych mist vysledné sité: P = {ps,} U P,

O O

m Priklad 10.1 Konkatenace Petriho siti. X'l'y
Na obréazku 10.6 je ohodnocené Petriho sit Ny generujicijazyk L; po-

psany reguldarnim vyrazem (a + b)", Petriho sit N, generujici jazyk

Ly = {a™"|n > 1} a Petriho sit N generujici jazyk L = Ly.Ls. O

m Véta 10.3 Uzavrenost vzhledem ke sjednocent jazykii. Véta

Necht L; a L, jsou dva jazyky generované Petriho sitémi. Pak jazyk
L = L, U Ly je jazykem generovanym Petriho siti.

Dikaz. Necht jazyk L, resp. Ly je generovan Petriho siti Ny, resp.
N; ve standardnim tvaru. Vytvofime sit N generujici jazyk L(Np) U
L(Ns) obdobnym postupem jako v predchozim piipadé. Tentokrat
vsak slou¢ime pocatecni mista ps, a ps, obou siti do poc¢ateéniho mista
ps sité N. Formalné:

1. Pro kazdy prechod t € T takovy, ze *t = {ps,} vytvoiime pre-
chod t' € T, pro ktery:

(a) *t' = {ps}
(b) t'* =t*AVp et : W(t', p) =Wil(t,p)
(c) A(t') = Ai(t)

2. Analogicky s pfedchozim bodem postupujeme pro t € T, °t =

{ps2 }

3. Mo(ps) =1,Vp € PLU Py U{ps1, ps:} : Mo(p) =0

4- PF

{pSapFlapF2}7 jestlize ps; € B, nebo ps, € P,
{Pe1, D2} v opacném piipadé

(] O
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Obrazek 10.6: Ilustrace konkatenace Petriho siti

x+y

» Priklad 10.2 Sjednoceni Petriho siti.

Na obréazku 10.7 jsou postupné uvedeny grafy ohodnocenych Petriho
siti generujicich jazyky L, = a(a + b)b, Ly = {a™b"|m > n > 1} a
L == L1 U Lg. O

Pro modelovani paralelni ¢innosti dvou Petriho siti zavedeme speci-
alni operator paralelni kompozice fetézcu a jazyku (angl. concurrency
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Obrazek 10.7: Tlustrace sjednoceni Petriho siti

operator), ktery se oznacuje symbolem ||.

m Definice 10.5 Paralelni spojeni.

Necht x1, x5 € X* jsou dva Fetézce nad abecedou ¥ a necht a,b € ¥
jsou symboly. Paralelni spojeni (kompozici) dvou retézcu definujeme

DEF
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Véta

Veéta

rekurentné s vyuzitim popisu ve tvaru regularniho vyrazu:
axy || bre = a(xy || bxa) + blazy || z2)

alle=e€lla=a

kde € je prazdny fetézec. Paralelni kompozice Ly || Lo jazyka Ly a Lo
je definovana :

L1 || L2:{$||y|$€L1/\yEL2}

» Priklad 10.3 Paralelni spojent jazykii.
Je-li Ly ={a,b} a Ly = {c}, pak L, || Ly = {abc, acb, cab}. 0

D& se ukazat, Ze vzhledem k paralelni kompozici jsou uzavieny
jazyky regularni, kontextové a jazyky typu 0. Naproti tomu jazyky
bezkontextové vzhledem k paralelni kompozici uzavieny nejsou.

m Véta 10.4 Uzavrenost vzhledem k paralelni kompozici.

Necht L; a L, jsou jazyky generované Petriho sitémi. Pak jazyk L =
Ly || Ly je rovnéz jazyk generovany Petriho siti.

Dukaz. Opét predpokladejme, Ze jazyky L; a Lo jsou generovany
sitémi N; a N, ve standardnim tvaru. Nejprve vytvorime sit N slou-
¢enim siti N7 a Ny, ve které

1. Moy(psi) = Mo(ps2) = 1L AVp € PLU P\ {ps1, psr} : Mo(p) =0
2. Qr = {MF‘MF € [M0> A MF(pFl) = MF(sz) = 1}

Podle véty 10.1 prevedeme sit N na standardni tvar. O O

s Priklad 10.4 Paralelni kompozice siti.

Vysledek konstrukce sité generujici paralelni kompozici jazykt L; =
a(a+b)* a Ly = {ca®"cb®"c|n > 0} ilustruje obrazek 10.8. Hrany, které
jsou vyznaceny c¢arkované, vznikly pfevodem na standardni tvar sité.

O

m Véta 10.5 Uzavrenost vzhledem k pruniku jazyki.

Necht L; a L; jsou jazyky generované Petriho sitémi. Pak L = LN Ly
je rovnéz jazyk generovany Petriho siti.
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Obrazek 10.8: Ilustrace paralelni kompozice Petriho siti

Dikaz. Necht L, = L(Ny), Ly = L(N2) a L = L(N). Musime
zajistit, aby vyslednd sit N generovala pravé ty fetézce, které generuje
sit N; i Ny. K tomu tcelu hleddme vsechny dvojice (¢,t') € Ty x Ts,
pro které A;(t) = Ay(t'). Kazdou z takovych dvojic nahradime jedinym
prechodem ¢ sité N podle tohoto postupu:

~ R R Wi(p,t), jestlize p € P
o __ ey ey LI = "N
L *t="tU*t' AVpe*t: W(p,1) = { Wap,t)), jestlize p € P,

Wi(t, p), jestlize p € t*\ t'
2. t* =tUt"AVp € t* - W (t,p) = ¢ Wa(t,p), jestlize p € t/* \ t*
Wi(t,p) + Wh(t',p), jestlize p € t*Nt'*
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Veéta

3. )\(tA) = A1(t)

4. Zavedeme nové pocatecni misto ps sité N. Jestlize pro prechod
t € T, jenz byl vytvoten podle (1) a (2), plati *t = {ps,, ps, }, pak
prechod t nahradime pfechodem ¢, pro ktery

(a) t= {ps}, W(psj) =1
(b) #* =1, Vp e t*: W(t,p) = W(tp)
(c) A(t) = A(t)
5. Analogicky s (4) vytvorime nové koncové misto pr a jeho ,spo-
jeni“ s prechodem ¢, pro ktery *t = {pg, Do }-

O O

» Priklad 10.5 Prianik Petriho siti.

Priklad konstrukce sité N, pro kterou L(N) = L(Ny) N L(N3), kde
L(Ny) = {ca®cb*cln > 0} a L(Ny) = {ca*"cb* c|n > 0}, je uveden
na obrazku 10.9. O

m Véta 10.6 Uzavrenost vzhledem k reverzi.

Jazyky Petriho siti jsou uzavieny vzhledem k reverzi, tj. je-li L = L(N)
jazyk generovany Petriho siti IV, pak existuje Petriho sit N’ takova,
ze L(N') = LR

Dikaz. Ptipomenme, Ze jazyk LR = {2R|z € L}, kde

1. R=¢
2. je-li # = aras ... ay, pak 2R = apa,_1...a1.

Konstrukce sité N’, za predpokladu, ze N je ve standardnim tvaru, je
ziejme trividlni. Staci zaménit pocatecni a koncové misto a orientaci
hran sité N a dostaneme jiz sit N'. O O

Dtive, nez zacneme diskutovat operace nad jazyky, vzhledem ke
kterym jazyky typu L uzavieny nejsou, shrneme dosavadni vysledky
o uzavienosti L-jazykli s doplnénim zfejmé moznosti kombinace uza-
vérovych vlastnosti.

m Véta 10.7 Uzavrenost jazyku Petriho siti.

Jazyky Petriho siti jsou uzavieny vzhledem ke koneénému poctu apli-
kaci operaci konkatenace, sjednoceni, priniku, paralelni kompozice a
reverze, a to v libovolném potadi aplikace.
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Obrazek 10.9: Ilustrace priniku Petriho siti

Dikaz. Je primym disledkem definice uzavienosti jazykt vzhledem
k operaci nad jazyky a vét 10.2 az 10.6. O O

V souvislosti s uzavienosti L-jazykt vzhledem ke sjednoceni a prii-
niku vznika dilezita otazka, zda trida L-jazykt tvori Boolovu algebru,
tj. zda je uzaviena i vzhledem ke komplementu. Podle [9] je pro jazyky
typu L tato otazka otevienym problémem; bylo ukazano, ze mimo tuto
tridu existuji jazyky Petriho siti, jejichz komplement nelze generovat
zéddnou Petriho siti.

Stejné dulezitou operaci jako je komplement, pro kterou je znama
bohuzel negativni odpoveéd, je operace iterace jazykt, kterd ma uzky
vztah k modelovani obecnych cykli.

m Véta 10.8 Neuzavrenost vzhledem k iteracsi.

Jazyky Petriho siti nejsou uzavieny vzhledem k operaci * iterace ja-
zyka.

Veéta
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Veéta

Dikaz. Nejprve si uvédomime, 7ze véta 10.8 neni ve sporu s veé-
tou 10.7, protoZe konstrukce iterace jazyka L* = L°UL'U.. .UL"U...
predpoklada uzavienost k libovolnému (nekoneénému) poétu aplikaci
operace konkatenace a sjednoceni.

Elegantni dtikaz pak vychazi z teorie abstaktnich t¥id jazyka (Abs-
tract Families of Languages AFL) [11]. Bylo dok4zano, Ze nejmensi
uplna t¥ida AFL, ktera je uzaviena vzhledem k priniku a nekonecné
konkatenaci jazyki, a kterd obsahuje jazyk {a"b"|n > 0}, obsahuje
také kazdou rekurzivné vy¢cislitelnou mnozinu (kazdy jazyk typu 0).
Vzhledem k tomu, Ze jazyky Petriho siti jsou uzavieny vzhledem k pri-
niku, obsahuji jazyk {a"b"|n > 0} (viz piiklad 10.1) a jsou vlastni
podmnozinou jazyki typu 0, nemohou byt uzavieny vzhledem k ne-
kone¢né konkatenaci a tudiz ani k iteraci.

Tento fakt mize byt prekvapujici, protoze je dobfe znamo, Ze
vsechny tridy 3, 2, 1, 0 Chomského hierarchie formalnich jazykid jsou
uzavieny vzhledem k iteraci. K lepsimu pochopeni nam pomiize na-
sledujici definice a véta. O

O

» Definice 10.6 Rddné ukoncugjici Petriho sit.

Petriho sit se nazyva radné ukoncujici (angl. properly terminating),
jestlize splnuje nasledujici. Kdykoli provadéni Petriho sité skonci, pak
jsou splnény obé podminky:

1. jedind znacka je umisténa v koncovém misté sité,
2. pocet znacek vytvorenych v priibéhu provadéni je konecny.

O

Pro nasi diskusi je podstatnd podminka (1), ktera vylucuje situaci,
kdy pro urcité znaceni M neni pfechodové funkce 6(M,t) definovana
pro zadny prechod ¢ a pfitom M & Q¢ (tj. M neni koncovym stavem).
Pro takové sité pak lze ,spojenim“ pocatecniho a koncového mista

zajistit nekonecnou konkatenaci generovanych fetézcli a proto plati
véta 10.9.

m Véta 10.9 Uzavrenost radné ukoncugicich siti vzhledem k iteraci.

Ttida jazykt generovanych radné ukoncujicimi Petriho sitémi je uza-
viena vzhledem k iteraci.
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Dukaz. Bez dikazu. O O

D4 se vsak ukéazat, ze tato tfida je pouze tridou regularnich ja-
zyk1, tj. kazda fadné ukoncujici Petriho sit je ekvivalentni urc¢itému
konecnému automatu.

Posledni operaci, na kterou obratime pozornost vzhledem k vlast-
nosti uzavienosti, je operace substituce jazyku (do jazyka). Tato ope-
race ma rovnéz znacny vyznam pro modelovani; tizce souvisi s princi-
pem abstrakce. Lze ji pouzit k aplikaci hierarchického modelovani, kdy
jisty prechod je nahrazen podsiti, tj. komplexni operace, je vyjadiena
posloupnostmi dil¢ich operaci.

Vzhledem k charakteru substituovanych fetézcii mtizeme rozlisit
tFi typy substituce. Necht L je jazyk do néhoz provadime substituci,
tj. nahrazujeme kazdy symbol a € ¥ kazdé véty x € L. Mluvime o:

1. obecn€ substituci, jestlize symbol a mtze byt nahrazen libovol-
nym fetézcem substituujiciho jazyka L,, pricemz L, je libovolny
(i nekonecény) formélni jazyk,

2. konecné substituci, jestlize L, je konecny jazyk,
3. homomorfismu, je-li L, tvoren jedinym fetézcem.

Opét, bohuzel, jazyky Petriho siti nejsou uzavieny vzhledem k obecné
substituci, tj. obecné neplati, ze substituci jazyka L, generovaného
jistou Petriho siti do jazyka L generovaného jinou Petriho siti zis-
kame jazyk generovatelny néjakou Petriho siti. Jako ptiklad lze uvést
substituci jazyka

L.={a"b"|n > 1}

do jazyka '
L=A{ci>1}
L. i L jsou ziejmé jazyky Petriho siti. Vysledek substituce, jazyk
L' ={a™b™a™ 0™ .. a™ b |m; > 1Ak > 1}

je vSak jazykem, ktery spliiuje vétu 10.8 (L' = L) a neni jazykem
generovatelnym Petriho siti (L. je typicky bezkontextovy jazyk).

Na druhé strané, omezime-li se na substituci typu (2) a (3) do-
stavame, jak uvidime, vzhledem k uzavienosti substituce, pozitivni
odpoved.

m Véta 10.10 Uzavrenost vzhledem ke konecné substituci.

Necht L, je jazyk generovany Petriho siti a Lo je regularni jazyk. Pak
jazyk L, ktery vznikne konec¢nou substituci jazyka Ly do jazyka L, je
jazyk generovatelny Petriho siti.

Veéta
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Dikaz. Schéma dikazu vychazi z véty 10.9. Ponévadz Ls je regu-
larni jazyk, mize byt generovan fadné ukoncujici Petriho siti. Nahradime-
li kazdy prechod s ohodnocenim a sité generujici jazyk L, takovou Pe-
triho siti, pak vysledna sit generuje jazyk L, ., (jazyk ziskany sub-
stituci vét jazyka Lo do vét jazyka L; na misto symbolu a). O

O

Dusledek.

Ttida jazykt Petriho siti je uzaviena vzhledem ke konec¢né substituci
a vzhledem k homomorfismu. O

10.2.3 Vztah jazyku Petriho siti k Chomského hi-
erarchii jazyku

V této podsekci se opét zamérime pouze na jazyky Petriho siti typu L.
Nasim cilem bude nalezeni vztahu t¥idy téchto jazykt k tridam jazykt
Chomského hierarchie, t.j. k jazykim regularnim, bezkontextovym,
kontextovym a rekurzivné vycislitelnym.

m Véta 10.11 Pokryti tridy reqularnich jazykii.

Kazdy regularni jazyk je jazykem generovanym Petriho siti.

Dikaz. UkéZeme, Ze ke kazdému koneénému automatu M = (Q, %, 0, qo, F),
kde § : Q x ¥ — 29, gy € Q a F C (, sestrojime ohodnocenou Pet-
riho sit N = (P, T, F,W, X, ps, A\, My, Q¢) takovou, ze L(M) = L(N).
Zakladni myslenku konstrukce ilustruje obrazek 10.10.

Zvolime tedy jednotlivé slozky sité N tak, aby platilo:

1. P=Q
2. T = {tpaglp,q € Q,a € X,q € (p,a)}

3. Vlpag € Tt *typag = {p} ANtpaq = {E AW (D tpag) = Wtpag: q) =1
4. ps = qo

5. AMi T — X Vi €T 1 Mipag) = a

6. My: P — N, My(ps) =1AVp e P\{ps}: Mo(p) =0

~

Q = {M|M; € [My) AGp: Mi(p) #0Ape F)}
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Obrazek 10.10: Pfevod kone¢ného automatu na ekvivalentni Petriho
sit

Nyni lze formalné dokazat ekvivalenci:
we L(M) < we L(N)
tj. L(M) = L(N). O O

Opacné tvrzeni k vété 10.11, jak jisté ocekavame, neplati.

Dtikazem, zZe ne kazdy jazyk generovany Petriho sitémi je jazykem
reguldrnim, je napt. jazyk L = {a"b"|n > 1} generovany Petriho siti
na obrazku 10.6, o némz vime, zZe je jazykem bezkontextovym. Jazyky
Petriho siti jsou tedy vlastni nadtiidou regulérnich jazyk.

Nyni se budeme zabyvat vztahem jazyk® generovanych Petriho si-
témi a jazyku bezkontextovych. Na obrazku 10.11 je zobrazena Petriho
sit generujici jazyk L = {a"b"c"|n > 1}.

Obréazek 10.11: Petriho sit generujici kontextovy jazyk

Tento jazyk neni jazykem bezkontextovym (viz napf. [2]), ale ty-
pickym jazykem kontextovym. Vzniké tak otazka, zda pro jazyky Pet-
riho siti plati, vzhledem k bezkontextovym jazyktm, stejny vztah jako
k jazyktm regularnim, tj. zda jsou vlastni nadtiidou jazykt bezkon-
textovych. Negativni odpovéd dava lemma 10.1.
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Lemma

® Lemma 10.1

Jazyk L = {wwR|w € X*} neni jazykem Petriho siti.

Dukaz. Nejprve odvodime nutnou podminku pro stavovy prostor
Petriho sité generujici jazyk L a pak ukazeme, Ze tato podminka ne-
miize byt splnéna.

Predpokladejme tedy, Ze existuje Petriho sit N, L(N) = L. Necht
I¥| = k, k > 1 a uvazujme fetézec zaR € L, |x| = r. Ponévadz
existuje k" rtiznych moznych fetézct x, musi stavovy prostor sité N
obsahovat alespon k" raznych stavi (dostupnych znaceni) tak, aby
provedeni r prechodii generujicich tetézec x vedlo k jednoznacnému
szapamatovani“ struktury fetézce x. Skutecné, pokud bychom dispo-
novali mensim poctem stavii, pak by pro jisté fetézce x; a xy platilo
d(My, z1) = 6(My, x9) pro x; # 5. Pak ale

5(M0,ZL'1ZL'2R) = 5(5(M0,£L’1),1’2R) = 5(5(M0,£L’2),1’2R) = 5(M0,£L’2£L’2R) € QF

a tedy by platilo z,28 € L, 21 # x5, coZ je ve sporu s definici jazyka
L.

Nyni vSak ukdzeme, ze podminka, aby provedeni vypocetni po-
sloupnosti délky r aktualizovalo libovolny ze stavii mnoziny o mohut-
nosti k" je nesplnitelnd. Uvazujme takovou vypocetni posloupnost:

My [t1) My [ta) ... [t.) M,

a predpokladejme, zZe mnozina prechodt 7' sité N ma mohutnost m.
Podle véty 9.5 mizeme stav (znaceni) M, vyjadiit ve tvaru

M, = My + N.u
kde N je matice Petriho sité a u je vektor v : T — N
ut)=[{i:t;i=t N1 <i<r}

Ziejmeé plati Y, . u(t) = r. V nejlepsim piipadé, kazdy z vektort u
spliujici tuto podminku generuje rizny stav M,. K vycisleni poctu
riznych vektorti u pouzijeme vztah pro pocet rozkladu cisla r € N
na m nezapornych celo¢iselnych ¢lent (davajici v souctu r), ktery je
roven kombinac¢nimu ¢islu
r+m—1
()

(r+m—1):(r+m—1)...(r—i—1)

m—1 (m+1)!

Protoze

< (r+m)™
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je pocet dosazitelnych stavii po provedeni r prechodt ostfe mensi nez
(r +m)™. Pro dostatecné velké r pak plati (r +m)™ < k" a nutna
podminka pro generovani fetézce xR neni splnéna. Jazyk L tedy neni
jazykem Petriho siti. O O

m Véta 10.12 Nesrovnatelnost jazykiu Petriho siti a bezkontextovych.

Trida jazykt Petriho siti a tf¥ida bezkontextovych jazyki je nesrovna-
telna vzhledem k inkluzi.

Dikaz. Plyne z existence jazyktt popsanych na obrazku 10.11 a
v lemmatu 10.1. Poznamenejme, ze jazyk L z lemmatu 10.1 je sku-
tecné jazykem bezkontextovym; muize byt generovan napi. gramatikou
s mnozinou pravidel {S — aSala € ¥} U {S — €}. O O

Lemma 10.1 a jeho diikaz ukazuji diilezitou omezujici vlastnost Pe-
triho siti. Petriho sité, stejné jako konecné automaty, nejsou schopny
,»S1 zapamatovat® libovolné dlouhou posloupnost libovolnych symbolii,
ale pouze posloupnost omezené délky. Nemohou tak simulovat ¢innost
zasobnikovych automatt, které, jak vime, jsou alternativnim specifi-
ka¢nim prostfedkem pro vymezeni celé tidy bezkontextovych jazyki.
Dtvodem je dokazana nekompatibilita potiebnych stavovych prostorii;
Petriho sif muze dat k dispozici, v zavislosti na délce vstupniho fe-
tézce, pouze kombinatoricky rostouci pocet dostupnych stavii, kdezto
zasobnikovy automat disponuje exponencialné rostoucim poctem.

Na druhé strané Petriho sit generuje jazyky (obrazek 10.11), které
zasobnikovy automat neni schopen pfijimat. To je disledkem odlis-
nosti v fizeni obou automati. Prechod zasobnikového automatu je
odvozovan z vrcholu zasobniku, kdezto Petriho sif zptistupinuje v kaz-
dém okamziku libovolny ¢ita¢ (misto).

Dilezita otazka, které bezkontextové jazyky jsou soucasné jazyky
Petriho siti, ztstava dosud otevienym problémem. Mizeme vSak vy-
mezit podtridu bezkontextovych jazykt, které tuto vlastnost maji.
Jsou to tzv. omezené bezkontextové jazyky (angl. bounded context-free
languages).

m Definice 10.7 Omezeny bezkontextovy jazyk.

Bezkontextovy jazyk L se nazyva omezenym bezkontextovym jazykem
nad abecedou X, jestlize existuji fetézce wy,wo, ..., w, € X* takové,

ze L Cwiws; ... w;. O

Omezené bezkontextové jazyky jsou charakterizovany nasledujici
vétou, jejiz dikaz lze nalézt v [11].

Véta

DEF
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m Véta 10.13 Charakteristika omezenych bezkontextovych jazykii.

Trida omezenych bezkontextovych jazyki je nejmensi tiida jazykt spl-
nujici tyto podminky:

1. Je-li B konetnd podmnozina mnoziny >»*, pak B je omezeny
bezkontextovy jazyk.

2. Jsou-li By a B; omezené bezkontextové jazyky, pak By U Bs a
B;.Bs jsou omezené bezkontextové jazyky.

3. Je-li B omezeny bezkontextovy jazyk a x,y € X*, pak jazyk
{2'By'li > 0} je omezeny bezkontextovy jazyk. Poznamka: {x’By'|i >
0} = {2'2¢'|z € BAi > 0}.

m Véta 10.14 Pokryti omezenych bezkontextovych jazykiu Petriho si-
téma.

Kazdy omezeny bezkontextovy jazyk je jazykem generovanym Petriho
siti.

Dikaz. K dikazu vyuzijeme tvrzeni véty 10.13. Ukazeme, ze kazda
z podminek (1)—(3) plati v uré¢ité podtiidé jazyku Petriho siti a tudiz
existuje podtiida jazykt Petriho siti, které generuji pravé omezené
bezkontextové jazyky.

1. Jazyk spliujici tvrzeni (1) véty 10.13 je regularni a tedy (podle
véty 10.11) je jazykem Petriho sité.

2. Podminka (2) véty 10.13 je splnéna pro vSechny jazyky Petriho
siti (véty 10.2 a 10.3 uzavienost vzhledem ke konkatenaci a sjed-
noceni jazyk).

3. Abychom ukézali, Ze je splnéna i podminka (3) véty 10.13, po-
piseme konstrukci Petriho sité generujici jazyk {z'By‘li > 0}.
Predpokladejme, ze jazyk B je generovan Petriho siti IV ve stan-
dardnim tvaru a necht © = x125...2, a y = Y1Y2...Ym. Na
obrazky 10.12 je schematicky znézornéna konstrukce vysledné
ma funkci ¢itace; kazdé generovani fetézce x = xyxs ... x, zvysi
pocet znacek mista p o jednicku. Protoze koncovy stav sité vy-
zaduje znacku pouze v misté pg, je tedy fetézec vy = y192 ... Ym
generovan praveé tolikrat, kolikrat byl generovan fetézec x. For-
malni popis konstrukce ponechame jako cviceni.
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Obrazek 10.12: Petriho sit generujici omezeny bezkontextovy jazyk

Dokazali jsme tedy, ze kazdy omezeny bezkontextovy jazyk lze gene-
rovat jistou Petriho siti. O

O

Omezené bezkontextové jazyky jsou vlastni podtiidou bezkontex-
tovych jazykd Petriho siti. Existuji regularni jazyky, které nejsou ome-
zenymi bezkontextovymi jazyky, napft. jazyk popsany regularnim vy-
razem (a + b)T, jak je ukdzano v [11]. Jingym piikladem bezkontexto-
vého (neregularniho) jazyka, ktery je generovatelny Petriho siti a neni
omezenym bezkontextovym jazykem, je jazyk {a"b"|n > 0}.

Nyni se zaméiime na vztah jazykid Petriho siti ke kontextovym
jazykim. Predevsim nas zajima, zda existuji jazyky Petriho siti, které
nejsou kontextové, tj. zda existuji Petriho sité, které maji modelovaci
schopnost Turingovych stroji. Odpovéd na tuto otazku je negativni.

m Véta 10.15 Pokryti Petriho siti kontextovymi jazyky.
VSechny jazyky Petriho siti jsou kontextové jazyky.

Dikaz. Precizni dikaz tohoto tvrzeni neni jednoduchy, protoze vy-
zaduje nalezeni konstrukce ekvivalentni kontextové gramatiky (nebo li-
nearné omezeného automatu) k libovolné Petriho siti. Tato konstrukce
byla nalezena a je popsana v [12]. a a

Pravdivost véty 10.15 mizeme podepftit i nasledujici argumentaci.
Predpokladame-li, ze Petriho sité nepopiraji Turingovu tezi, pak lze
k dané Petriho siti N sestrojit Turingtv stroj T, ktery simuluje sit N
a prijima jazyk L(T) = L(N). Necht paska stroje 7" uchovava momen-
talni znaceni kazdého mista sité N; po precteni vstupniho symbolu

Veéta
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je simulovano provedeni pfislusného prechodu, tj. zména znaceni né-
kterych mist. Ukazme, ze takto navrzeny stroj 7' je linedrné omezeny
automat a tedy jazyk L(IN) je jazykem kontextovym.

Nejprve pfipomenme, Ze linearné omezeny automat je Turingiv
stroj, ktery pracuje tak, ze vyuzivanou cast pasky lze ohranicit jistou
linearni funkci zavisejici na délce vstupniho fetézce. Nyni kvantifi-
kujme tuto vyuzivanou ¢ast pasky stroje 1" celkovym souctem S vSech
znacek vsech mist a zkoumejme, jak se tento soucet méni v zavislosti
na délce vstupniho fetézce.

Necht vstupnimu fetézci délky k& > 1 odpovida vypocetni posloup-
nost tits...t; provedenych prechodu sité N. Oznac¢me celociselnou
proménnou d; pocet znacek, kterym prispiva piechod ¢ (jeho prove-
deni) k celkovému poc¢tu znacek sité. Ziejmé

dy=Y W(tp)—> W(pt)

pEt® pe°t
Pak pocet znacek S sité IV, po provedeni vypocetni posloupnosti ¢1t . . . t

lze vyjadrit ve tvaru:
k
S=1+) d,
i=1

Z definice Petriho sité plyne existence maxima m = maxd;, s jehoz
teT

vyuzitim 1ze hodnoty S ohranic¢it v zavislosti na délce vypocetni po-
sloupnosti a tudiz i vstupniho fetézce:

S(k)<14+km

Protoze vyraz na pravé strané predstavuje linearni funkci nezavisle
proménné k, je Turingtv stroj 7' linedrné omezenym automatem a
jazyk L(T) jazykem kontextovym.

Inkluze jazyka Petriho siti a kontextovych jazyki je vlastni, pro-
toze jsme ukazali, Ze existuji i bezkontextové jazyky, které nelze ge-
nerovat zadnou Petriho siti. Na obrazku 10.13 jsou shrnuty ziskané
poznatky v grafické podobé.



10.2. VLASTNOSTI JAZYKU PETRIHO SITI TYPU L

183

Jazyky typu O

Kontextové jazyky

Jazyky Petriho siti Bezkontextové jazyky

Regularni jazyky

Omezené bezkontextové jazyk!

Obréazek 10.13: Vztah jazyki Petriho siti k Chomského hierarchii

Pojmy k zapamatovani
e jazyk typu L, G, T a P
e Petriho sif ve standardnim tvaru

e uzavienost jazykid vzhledem ke konkatenaci, sjednoceni, para-
lelni kompozici, priniku, reverzi, iteraci a kone¢né substituci

Shrnuti

V této kapitole jsme se soustiedili na jazyky Petriho siti. Existuji
CtyTi rtizné definice, které vymezuji t¥idy jazykt oznacované jako ja-
zyky typu L, G, T a P. Pro zjednoduSeni provadéni sité a rozho-
dovani, zda generovany fetézec je prvkem jazyka zavadime Petriho
sit ve standardnim tvaru. Existence standardniho tvaru Petriho sité
typu L jsme ucelné vyuzili pti diikazech a konstrukcich souvisejicich
s uzaveérovymi vlastnostmi této tfidy jazyku. Dalsi z motivaci stu-
dia jazyku Petriho siti je jejich zaclenéni do Chomského hierarchie
formalnich jazyk.
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@ Piiklady k procvic¢eni
o 1. Dokazte nebo vyvratte uzavienost jazyku Petriho siti vzhle-
dem ke konkatenaci, sjednoceni, priiniku, paralelni kompozici
a reverzi.

2. Vymezte tiidu jazykt Petriho siti typu L.

3. Uvedte vztah tiidy jazykt Petriho siti typu L k ostatnim tfiddm
Chomského hierarchie jazyki.

4. Sestrojte grafy ohodnocenych Petriho siti generujicich néasledu-
jici jazyky:
(a) Ly =a(a+0b)"
(b) Ly ={a™b"™ | n >m > 1}
(C) L3 = Ll.Lg



Kapitola 11

Podtridy a rozsireni Petriho
siti

Cas potiebny ke studiu: 5 hodin

Cile kapitoly

Tato kapitola uvadi vybrané podtiidy P/T Petriho siti, stavové
stroje, znacené grafy a sité s volnym vybérem. Tyto podtiidy maji
nizsi modelovaci mocnost (viz sekce 11.1) nez t¥ida P/T Petriho siti,
jejich rozhodovaci mocnost (také viz sekce 11.1) je vSak vyssi.
Na zavér kapitoly uvadime naopak rozsiteni t¥idy Petriho siti,
zejména o inhibiéni hrany (inhibotory), které zvysSuji modelovaci
mocnost az na uroven Turingovych stroji, vyrazné vsak snizuji roz-
hodnutelnost problému analyzy. Dalsi rozsiteni, jako ¢asové a caso-
vané Petriho sité, stochastické Petriho sité, barvené Petriho sité a
Petriho sité vyssi trovné jsou studovany pouze struc¢né.

Pruvodce studiem

Pro porozumeéni této kapitole je zapotiebi znat definice P/T siti
uvedené v kapitole 7) a rozumét zakladnim problémum analyzy, viz
kapitola 8.
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11.1 Modelovaci a rozhodovaci mocnost

V této kapitole se seznamime s nékterymi modifikacemi, které pred-
stavuji zZeni a rozsifeni zakladni tf¥idy Petriho siti (P/T Petriho siti).
Tyto modifikace jsou ve vétsiné pripadi motivovany dvéma aspekty
matematickych nebo formalnich modelt, které se nazyvaji modelo-
vact a rozhodovaci mocnost modelu (algl. modeling power and decision
power).

Modelovaci mocnost predstavuje schopnost modelu vyjadrovat fun-
damentalni rysy modelovaného systému a vede k tispésné reprezentaci
systému modelem. Rozhodovaci mocnostmodelu se vztahuje k exis-
tenci a znalostem postupi, jez umoznuji analyzovat specifické verze
modelu a urcovat vlastnosti modelovaného systému.

Modelovaci a rozhodovaci mocnost modelu jsou, bohuzel, v jistém
smyslu protichtidné vlastnosti. ZvySenim modelovaci mocnosti obvykle
klesa rozhodovaci mocnost tfidy modelt a naopak. Vystiznym prikla-
dem je hierarchie automatt, ktera prislusi Chomského hierarchii ja-
zyki.

11.2 Podtridy Petriho siti

S nejjednodussi podtiidou Petriho siti jsme se setkali v odstavci 10.2.3.
Tvori ji sité nazyvané stavové stroje, které jsou ekvivalentni s konec-
nymi automaty.

11.2.1 Stavové stroje

m Definice 11.1 Stavovy stroj.

Petriho sit N = (P, T, F, W, K, My) nazyvame stavovym strojem (angl.
state machine), jestlize spliiuje podminku:

VEE T |t = |t*] = LAW(*tt) = W(t,t*) = 1
O

Stavové stroje maji vybornou rozhodovaci mocnost. Jsou striktné
konzervativni a tudiz jejich stavovy prostor (a strom dosazitelnych
znaceni) je koneény a umoziiuje tak rozhodnout vSechny otazky ana-
lyzy. Jejich modelovaci mocnost je vSak stejna jako mocnost konecnych
automat a proto je jejich samostatné pouzivani omezené. Diilezitou
ulohu maji v metodé analyzy zivosti obecnych Petriho siti, ktera je
zalozena na vyhledavani podsiti izomorfnich se stavovymi stroji (tzv.
SCSM-komponent (Strongly Connected State Machines)) a jejich po-
kryti dané Petriho sité [13].

DEF
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11.2.2 Znacené grafy

Dalsi podttidou Petriho siti jsou znac¢ené grafy (synchronizacni grafy).
Tato trida miize byt z hlediska grafti chapana jako dualni ke tiidé sta-
vovych stroji, protoze znaceny graf se vyznacuje pravé jednim vstup-
nim a jednim vystupnim prechodem kazdého mista.

DEF

m Definice 11.2 Znaceny graf.

Petriho sit N = (P, T, F,W, K, My) se nazyva znaceny graf (angl.
marked graph), jestlize spliiuje podminky:

1. Vi1, ty € T : t1F*ty, tedy graf sité N je silné souvisly
2.Vpe P:|*pl=p’|l=1AW(p,p) =W(p,p*) =1
(I

Na obrazku 11.1 je priklad znaceného grafu a jeho ekvivalentni,
Casto pouzivané grafové reprezentace, ktera dala nazev této tride.

Modelovaci mocnost znacenych grafti a stavovych stroji se lisi.
Znacené grafy, na rozdil od stavovych strojii, mohou pii provadéni
vytvaret nové znacky nebo rusit (absorbovat) jiz vytvorené znacky,
coZ je podminka pro modelovani paralelismu nebo synchronizace (¢e-
kani na vytvorenou znacku). Nemohou v8ak modelovat konflikty (viz
sekce 7.4) nebo rozhodnuti zavisla na datech (nelze ,vétvit“ mista).

Pro analyzu zivosti, bezpec¢nosti a dosazitelnosti znacenych grafi
ma zasadni vyznam pojem cyklu.

DEF

m Definice 11.3 Cyklus znaceného grafu.

Necht N = (P, T,F,W, K, M,) je znaceny graf. Cyklem znaceného
grafu nazyvame posloupnost C' pfechodt a mist

C =tipitapa . .. Pn-1tn
pro kterou plati:

1. <tz,pl> 6F/\<pi,ti+1> EFproizl,Q,...,n—l

3P AP AP #pjprol <iF#j<n—1
O

V alternativni grafové reprezentaci znaceného grafu odpovida cyk-
lus znaceného grafu cyklu orientovaného grafu urceného vrcholy t1t, .. .1,.
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Obrazek 11.1: Znaceny graf a jeho alternativni reprezentace

Na obrazku 11.1 mizeme snadno identifikovat napt. cykly t1t5t; nebo
t1t2t3t4 nebo t1t4t3t2t1.

Rozhodnutelnost zminénych problémii analyzy znacenych grafi je
zaloZena na nasledujicich vétach, které uvedeme bez dukazt.

m Véta 11.1 Znaceni cyklu znaceného grafu v pribéhu evoluce site. Véta
Pocet znacek obsazenych v cyklu znaceného grafu se béhem provadéni
prechodi neméni, tj. mista, kterd jsou soucasti cyklu, tvori P-invariant
znaceného grafu. O
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Véta

DEF

Véta

m Véta 11.2 Viastnosti znaceného grafu.

Necht N = (P, T, F,W, K, My) je znaceny graf.

1. N je Zivy praveé tehdy, kdyz kazdy cyklus grafu N obsahuje ale-
spon jednu znacku pii znaceni M.

2. N je bezpecny prave tehdy, kdyz N je zivy a kazdé misto p €
P patii do cyklu, ktery pri pocatecnim znaceni obsahuje prave
jednu znacku.

3. Znaceni M je dostupné ze znaceni M’ € [M,) pravé tehdy, je-li
pocet znacek v kazdém cyklu grafu N stejny v obou znacenich
M i M.

O

Pro analyzu znacenych grafli existuje metoda, ktera snizuje ¢aso-
vou naro¢nost operacemi redukei na znac¢eném grafu [14], jez zachova-
vaji analyzované vlastnosti.

11.2.3 Petriho sité s volnym vybérem

Perspektivni podtiidou Petriho siti, které umoziuji modelovat kon-
flikty i paralelismus, i kdyZ v omezeném rozsahu, jsou tzv. Petriho sité
s volnym vybérem.

» Definice 11.4 Petriho sit s volnym vybérem.

Petriho sit N = (P, T, F,W, K, M) se nazyva Petriho siti s volngm
vybérem (angl. free-choice Petri net), jestlize spliiuje podminku:

1L Y(p,t) e FN(PxT):p*={t}Vv°t={p}
2.Vze F:W(z) =1
O

Podminku (1) lze vyjadfit i jinym zptisobem, jak je uvedeno v na-
sledujici véte.

m Véta 11.3 Vlastnosti sité s volnym vybérem.

Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit s volnym vybérem. Pak

nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:
lL.pe PAp|>1=Vtep:*t={p}

2. pL,pe €E PADPINPS £ D= Tt €T :p}=rps={t}
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3.peEPAPPl>1="(*) ={p}

Dtikaz této véty ponechame jako cviceni. O

Priklad Petriho sité s volnym vybérem je uveden na obrazku 11.2.

Obrazek 11.2: Petriho sit s volnym vybérem

Vyznam uvedenych podminek je v tom, ze v Petriho siti, ve které
jsou splnény, muzeme feseni konfliktd jistym zptisobem ridit. Sku-
tecné, jestlize urcité misto je vstupnim mistem pro nékolik pfechodi
(je moznym zdrojem konfliktu), pak vSechny tyto pfechody maji pouze
jeden vystup (jediné vystupni misto). Tudiz, bud jsou proveditelné, pti
znaceni M, vSechny konfliktni pfechody, nebo zadny z nich. To pak
umoznuje svobodny vybér prechodu z mnoziny konfliktnich prechodt;
pritomnost jinych znacek v jinych mistech nemusi byt v tomto vybéru
brana v tvahu. Na obrazku 11.2 je to pripad mista p; a prechodi 5,
t3 nebo mista py s prechody ty4, ts5.

Pro analyzu zivosti Petriho siti s volnym vybérem maji dilezitou
tlohu dva typy podmnozin mnoziny mist. Podmnozina II, kde Il C P,
nazyvana deadlock, je definovand inkluzi *II C II* a je tvofena misty,
ktera, jakmile ztrati znacky, nemohou je uz nikdy ziskat. Podobné,
podmnozina I, II C P, nazyvana trap (past), je definovana inkluzi
I1* C °II a je tvorena misty, ktera, jakmile ziskaji znacky, nemohou
je jiz nikdy ztratit. Priklady téchto podmnozin jsou uvedeny na ob-
razku 11.3.

Systematické vyhledani uvedenych podmnozin mist je algoritmizo-
vatelné. Vlastni analyza Zivosti je pak zaloZena na nasledujicim po-
znatku, ktery uvedeme bez dikazu.
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Deadlock,
avSak ne trap
Deadlock i trap
777777777777777 Trap, avsak ne deadlock
Obrazek 11.3: Vyznac¢né podmnoziny mist - deadlock, trap
Véta m Véta 11.4 Zivost sité s volnym vijbérem.

DEF

Petriho sit N s volnym vybérem je ziva pravé tehdy, jestlize kazdy ne-
prazdny deadlock sité N obsahuje trap, ktery je oznacen v poc¢atecnim
znaceni sité N.

Dikaz. Dikaz lze nalézt napt. v [9]. O O

11.3 Rozsifeni Petriho siti

Existuje cela fada rozsiteni Petriho siti, ktera zvysuje jejich mode-
lovaci mocnost az na troven Turingovych stroji. Tato rozsifeni tizce
souviseji s moznosti ,testovat nulu“, tj. s moznosti podminit provedeni
prechodu sité absenci znacky v nékterém misté. Tato rozsifeni jsou
v dtsledku Turingovy téze ekvivalentni a proto se seznamime pouze
s jednim rozsifenim, které je jednoduché a velmi rozsifené, s Petriho
sitémi s inhibitory.

11.3.1 Petriho sité s inhibitory

» Definice 11.5 Petriho sit s inhibitory.
Petriho sit N = (P, T, F, W, K, M,) se oznacuje jako Petriho sit s inhi-
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bitory (s inhibi¢nimi hranami), pokud mnozZina F' obsahuje neprézd-
nou podmnozinu F' hran, pro které

F'CFEFN(PxT)VfeF - W(f)=1

a které modifikuji pravidlo pro provedeni prechodu takto:
Ptechod t € T' je proveditelny pfi znaceni M : p — N, jestlize

vpeor: d MP)ZWip,t), jestlize (p,t) € F\ F
PS8 Mp) =0, jestlize (p,t) € F'

Mnozina F' se nazyva mnoZinou inhibi¢nich hran nebo kratce mnoZi-
nou inhibitori. O

Inhibitor ovliviiuje pouze proveditelnost prechodu, ne vSak zménu
nasledného znaceni. Je-li (p,t) € F'a M [t) M’, pak M'(p) = 0, pokud
p € t*. Graficky je inhibitor vyznacovan jako hrana, ktera neni ukon-
Cena Sipkou, ale malym krouzkem (konvence pochdazejici z logickych
systémil). Na obrazku 11.4 je piiklad pouziti Petriho sité s inhibitorem
pii modelovani priority. Operace procesu A modelovana prechodem ¢t
ma prednost pred operaci t4 procesu B.

pl
proces A

proces B

Obrézek 11.4: Petriho sit s inhibitorem

Nyni ukdzeme, ze vypocetni sila Petriho siti s inhibitorem je sku-
tecné ekvivalentni se silou Turingovych stroji. K tomuto ucelu vyuzi-
jeme ekvivalence Turingovych stroju s tzv. registrovymi stroji [15]. Re-
gistrovy stroj je pocitac, jehoz pamét je tvorena fadou registri, které
slouzi k uchovani neomezené velkych cisel. Program je posloupnost ad-
resovatelnych instrukei typu ,inkrementuj registr®, ,,prejdi k instrukeci
s, je-1i obsah registru n nulovy“ apod. V [15] je dokazano, Ze registrovy
stroj s instrukcemi:
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e [(n): Zvétsi obsah registru n o jednicku
e D(n): Zmensi obsah registru n o jednicku (obsah n je nenulovy)

e J(n)[s]: Prejdi k prikazu s, je-li obsah n roven nule

je ekvivalentni Turingovu stroji. Dokazeme-li tedy, Ze registrovy stroj
s témito instrukcemi miZe byt pfeveden na Petriho sif s inhibitory, pak
jsme dokazali také ekvivalenci Petriho siti s inhibitory s Turingovymi
stroji.

Abychom reprezentovali registrovy stroj Petriho siti, reprezentu-
jeme m pouzitych registrd misty pi,p5,...,p,,. Dalsich r + 1 mist
Pos D1, - - -, Dry, kde M(p;) € {0, 1}, pouzijeme pro implementaci ¢itace
instrukei programu tvoreného r instrukcemi. Misto py (oznacené v po-
¢atecnim znaceni) reprezentuje hodnotu ¢itace pred provedenim prvni
instrukce programu.

Na obrazku 11.5 je uvedena reprezentace vSechny tii postacujicich
prikaz registrového stroje pomoci prechodii Petriho sité s inhibitory.

Zavedeni inhibi¢nich hran tedy zvysuje modelovaci mocnost Pet-
riho siti na nejvyssi moznou mez (Turingova teze). Ztracime vsak, bo-
huzel, moznost analyzovat tyto sité, protoze vétsina problémt analyzy
vede ke znamym nerozhodnutelnym problémim Turingovych stroji.

Na zavér nasi diskuse riznych t¥id Petriho siti se zminime o dal-
sich modifikacich, které dokumentuji nejenom bohatost a rozmanitost
této tiidy modeld, ale které maji rovnéz dilezité misto v praktickych
aplikacich.

11.3.2 Casové a ¢asované Petriho sité

Prvni z nich jsou tzv. casové Petriho sité (angl. time Petri nets) [16]
a jejich specilni piipad casované Petriho sité (angl. timed Petri nets)
[17]. Tato t¥ida Petriho siti je rozsifenim klasickych Petriho siti o moz-
nost popisu ¢asovych vztahti mezi operacemi v modelovaném systému.
Kazdy prechod t casové Petriho sité je atributovan dvéma nezapor-
nymi realnymi ¢isly a a b, a < b reprezentujicimi relativni casové
hodnoty vztazené k okamziku, kdy se stava prechod t proveditelnym.
Hodnota a zna¢i minimalni ¢as, ktery musi uplynout, aby ptfechod t
mohl byt proveden, a hodnota b je maximalni ¢as, po ktery je prechod
t proveditelny, aniz byl proveden. Tedy, stal-li se prechod ¢ proveditel-
nym v Case 7, pak mize byt proveden v ¢asovém intervalu (7+a, 7+b),
pokud ovSem v tomto intervalu nedoslo ke zméné znaceni, ktera vylu-
¢uje provedeni prechodu t. V pripadé casovanych Petriho siti se neuva-
Zuje ,pocatecni zpozdéni“, takze prechod je ohodnocen pouze délkou
intervalu, po ktery je pfechod proveditelny (tj. a = 0).
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p| p| pn
Ph
pi+1 pi+1
instrukce 1(n) instrukce D(n)

ps pi+1

instrukce J(n)[s]

Obrazek 11.5: Reprezentace instrukci registrového stroje

11.3.3 Stochastické Petriho sité

Ptibuznym modelem k ¢asovym sitim jsou stochastické Petriho site
[18], které ohodnocuji pfechody sité stochastickym atributem, repre-
zentujicim délku trvani operace. Na rozdil od ¢asovych Petriho siti,
jejichz analyza je zalozena na pojmech diskutovanych v kapitole 8,
analyza stochastickych Petriho siti se opird o teorii stochastickych
procest. Tyto sité se uplatniuji zejména pri modelovani a analjze vy-
konnosti systému.

11.3.4 Petriho sité vyssi arovné

K velmi vyznamnym a pozoruhodnym vysledkiim vyvoje sitovych mo-
delt patii tzv. Petriho sité vyssi urovné (angl. higher-level Petri nets)
[19]. Na rozdil od P/T Petriho siti umoznuji Petriho sité vyssi trovné
kategorizovat a individualizovat jednotlivé znacky znaceni mist a sta-
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novit podminky provadéni prechodii respektujici atributy téchto zna-
¢ek. K nejvice rozsifenym t¥idam Petriho siti vyssi rovné patii Pr/T
Petriho sité (Predicate/Transitions Petri nets), jejich podtiida, bar-
vené Petriho sité (angl. coloured Petri nets) a zvlasté pak hierarchické
barvené Petriho sité, které navic umoznuji explicitné strukturovat graf
Petriho siti. Charakterizujme alespon zakladni slozky této t¥idy mo-
deld.

Model systému ve tvaru hierarchické barvené Petriho sité se sklada
ze dvou slozek: grafické sitové struktury a jeji formdlni inskripce. Tato
inskripce obvykle zahrnuje:

1. MnozZiny barev specifikujici typy znacek v modelu. Znacky pred-
stavuji jednoduché a strukturované datové objekty, napr. n-tice,
zaznamy, seznamy.

2. Pocatecni znacent specifikujici poc¢atecni multimnozinu znacek
v kazdém misté.

3. Hranové vyrazy specifikujici multimnoziny znacek, které jsou,
v prubéhu evoluce sité, odebirany, resp. pridavany ze vstupnich,
resp. do vstupnich mist. Tyto vyrazy mohou obsahovat pro-
ménné datovych typi (barev), booleovské selektory a obvyklé
algebraické operatory. Pii provadéni pfechodu jsou proménné
vyrazu ,navazany“ na konkrétni hodnotu znaceni ptislusnych
mist.

4. Strazni podminky (angl. guards) omezujici hodnoty, na které mo-
hou byt volné proménné vyrazu navazany.

5. Procedury (kédové segmenty) spojené s prechody sité, jez mohou
provadét slozité vypocty s datovymi objekty reprezentovanymi
znackami véetné definovanych vedlejsich efekt (¢teni, genero-
vani vystuptt).

Hierarchicka struktura sité, podporujici modularni vystavbu modelu,
je dosazena moznosti definice podsiti (nazyvanych strinky) a mecha-
nismt jejich ndhrady za uzly nadrazené sité. Tyto mechanismy zahr-
nuji substituct a invokaci prechodu, substituci mista a slouceni mist,
které umoznuje sloucit vicenasobné vyskyty téhoz mista do jediného.
Pro Petriho sité vyssi arovné existuji metody analyzy analogické
P/T sitim (vypocet stromu dosazitelnych znaceni a invarianti sité).
Jejich velkou vyhodou je zna¢né redukce rozsahu sité (ve srovnani s od-
povidajici P/T siti). Vyhody Petriho siti vyssi Grovné proti klasickym
P/T sitim jsou ¢asto porovnavany s vyhodami a moznostmi vyssich
programovacich jazykl ve srovnani s jazyky symbolickych instrukei.
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Pojmy k zapamatovani
e stavovy stroj, znaceny graf
e Petriho sit s volnym vybérem

e Petriho sit s inhibitory

Shrnuti

V této kapitole jsme se seznamily s nékterymi modifikacemi, které
predstavuji zuzeni a rozsireni zakladni t¥idy Petriho siti. Nejjedno-
dussi podtiidou Petriho siti jsou stavové stroje, které jsou ekviva-
lentni s kone¢nymi automaty. Dalsi podtiidou Petriho siti jsou zna-
cené grafy. Perspektivni podtiidou Petriho siti, které umoznuji mo-
delovat konflikty i paralelismus, i kdyz v omezeném rozsahu, jsou Pe-
triho sité s volnym vybérem. Existuje celd rada rozsiteni Petriho siti,
ktera zvysuje jejich modelovaci mocnost az na troven Turingovych
strojii. Mezi né patii predevsim Petriho sité s inhibitory. Zavedeni
inhibi¢nich hran zvysuje modelovaci mocnost Petriho siti na nejvyssi
moznou mez, ztracime vSak moznost analyzovat tyto sité, protoze
vétsina problému analyzy vede ke znamym nerozhodnutelnym pro-
blémtim Turingovych strojt.

Piiklady k procvic¢eni

1. Definujte stavovy stroj a porovnejte jeho modelovaci mocnost
s kone¢nymi automaty.

2. Definujte cyklus znaceného grafu a uvedte jeho vlastnosti.

3. Dokazte nasledujici vétu:

Necht N je Petriho sif s volnym vybérem. Pak plati nasledujici
tvrzeni: p € PA | pe |> 1=Vt € pe : ot = {p}.

4. Uvedte evoluc¢ni pravidla pro Petriho sité s inhibitory.
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Cast III

Vysokourovnové Petriho sité

199






Kapitola 12

Barvené Petriho sité

Cas potiebny ke studiu: 7 hodin

Cile kapitoly

Tato kapitola predstavi ¢tenartim zakladni koncepty barvenych Pe-
triho siti. Tyto sité umoznuji aspornéjsi modelovani nékterych rysi
béznych v realnych systémech, jez neni snadné piimo popisovat po-
tovymi typy). V textu se zaméfime na zdkladni tivod do syntaxe a
sémantiky barvenych Petriho siti postacujici pro vyuziti téchto siti
pii simula¢nim ovérovani systémii — metody jejich formélni analyzy
jsou jiz nad ramec tohoto textu.

Privodce studiem

Tato kapitola navazuje na predchozi kapitoly popisujici koncepty
P/T Petriho siti, jejichz dikladné zvladnuti se v dalsim textu pred-
poklada.
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12.1 Motivace barvenych Petriho siti

Zavedeni barvenijch Petriho siti (tj. Coloured Petri Nets — CPN) je mo-
tivovano snahou odstranit nékteré nevyhody klasickych (P/T) Petriho
siti. P/T Petriho sité poskytuji efektivni primitiva pro popis synchro-
nizace paralelnich procesi (a tedy pro popis toku fizeni v paralelnich

systémech), ovSem slozitéjsi datové manipulace se v nich popisuji htte.
CPN proto rozsifuji P/T Petriho sité

e 0 definici mnozin barev (jez jsou obdobou datovych typu v kla-
sickych programovacich jazycich),

e o spojeni jednotlivych znacek s uréitou barvou (tj. s urc¢itou hod-
notou prislusného datového typu) a

e o manipulace barev znacek pii prichodu prechody — pomoci tzv.
inskripcnich jazyku, blizkych béznym programovacim jazyktm,
Ize vyjadiit podminky nad barvam: manipulovanych znacek a tim
omezit proveditelnost prechodii a soucCasné je mozné prechody
spojit se zménami barev prochazejicich znacek.

S ohledem na pouzivané inskrip¢ni jazyky a na zptsob jejich pro-
pojeni s Petriho sitémi mtzeme rozlisit fadu riznych dialekti barve-
nych Petriho siti. Pravdépodobné nejvice rozsiteny je ale ziejmé di-
alekt barvenych Petriho siti zavedeny Kurtem Jensenem z university
v Aarhusu v Dansku v roce 1981. Tento dialekt vyuziva inskrip¢ni
jazyk inspirovany funkcionalnim jazykem SML a je spojen s nastroji
DesignCPN a CPNtools. Tyto nastroje zahrnuji pokrocily editor bar-
venych Petriho siti, vykonné simulatory a také jistou podporu pro
analyzu stavovych prostort (grafi dosazitelnosti) CPN. Tyto néstroje
jsou spolu s fadou ¢lanki, manualil a pripadovych studii dostupné na
strankach www.daimi.au.dk/CPnets/. Navic je k dispozici kvalitni
tiidilnd monografie [32] zahrnujici zakladni koncepty CPN, metody
jejich formalni analyzy i popis prumyslovych studii, ve kterych byly
CPN uplatnény. V nasledujicim textu budeme casto na této monogra-
fii stavét a budeme-li dale mluvit o CPN, budeme jimi chapat CPN
dle této monografie, nebude-li explicitné feceno jinak.

Mezi ostatni dialekty CPN patii naptiklad barvené Petriho sité
spojené s komerénim nastrojem ExSpect www.exspect.com. Radu dal-
sich nastroju lze pak nalézt v databazi dostupné na Internetu na adrese
www.informatik.uni-hamburg.de/TGI/PetriNets/tools/db.html.
Riizné dialekty CPN jsou ovsem principialné dosti podobné a tudiz po
seznameni se s jednim z nich, neni obvykle problém pfejit na pouzivani
jiného.
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delu. Na druhou stranu je ovsem pouziti CPN nutné zvazovat rovnéz
z hlediska mozné analyzy a verifikace systémti pomoci nich popsa-
nych. Analyza nad CPN, a to zejména formalni analyza, je kompliko-
vanéjsi nez nad klasickymi P/T Petriho sitémi. Volba, zda uzit P/T
Petriho sité ¢i CPN, pak zalezi na konkrétni situaci — rozhoduje kom-
plikovanost modelu, existence prekladace z néjakého vhodného vyssiho
modelovaciho jazyka do P/T Petriho siti (jez mtze nahradit pouziti
mechanismti nabizenych CPN), dostatecnost simula¢ni analyzy nebo
potieba formalni analyzy, dostupnost nastroji pro formélni analjzu
apod.

Skutecnost, ze rozhodnuti pouzit CPN miize skutec¢né casto preva-
7it, Ize dokumentovat fadou priumyslovych studii, ve kterych byly CPN
aplikovany (z nich mnohé jsou popsany na jiz zminénych strankach
www.daimi.au.dk/CPnets/ a v tfetim dile monografie [32]). Patii
mezi né napiiklad:

e komunikac¢ni protokoly a sité,

e software (¢asti SW Nokia, bankovni transakce, distribuované al-
goritmy, ...),

e hardware,

e tidici systémy,

e vojenské systémy,
o ...

Podobné jako u P/T Petriho siti existuji také rizné rozsireni CPN
o fyzicky ¢as. O ten (a o moznost stochastické simulace a sbér statistik
o analyzovanych modelech jako jsou primérna doba urcitych transakei,
délka front apod.) jsou rozsiteny mj. i CPN spojené s néstroji Design-
CPN a CPNtools. O fyzicky ¢as a stochastickou simulaci je rozsiren
také nastroj ExSpect. Formalni analyza tzv. dobfe formovanych (well-
formed) barvenych Petriho siti se stochastickym ¢asovanim [35] je pak
dostupna napf. v nastroji GreatSPN www.di.unito.it/"greatspn.
Tuto problematiku zde vsak nebudeme rozebirat do hloubky, zajemce
odkazeme na prislusnou literaturu.

CPN jsou dale také zakladem pro dalsi rozsifeni, naptiklad rizné
zpusoby strukturovdani. V sekci 13.1 si stru¢né ptiblizime tzv. hierar-
chické CPN a v sekci 13.2 dokonce i objektové-orientované Petriho
sité.
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12.2 Zavedeni barev do Petriho siti

Nezli prejdeme k formalni definici CPN, pokusime se zavedeni barev
do Petriho siti nejprve postupné ilustrovat neformalné na nékolika
prikladech.

12.2.1 Zakladni idea

Na obrazku 12.1 mame piiklad dvou P/T Petriho siti a jejich mozny
prevod do barvené Petriho sité. Tento priklad odpovida situaci, kdy
pracujeme s vyctovym datovym typem s hodnotami A, B,C, D, E.
Chceme-li si v P/T Petriho siti zapamatovat, kolik znacek s prislusnou
hodnotou mame, musime pro kazdou hodnotu zavést patri¢né misto,
protoze jednotlivé znacky jsou v P/T Petriho siti nerozlisitelné. V CPN
spojime pfislusnou hodnotu se znackou (tim znacky odlisime, indivi-
dualizujeme) a miZzeme je vSechny uchovéavat v jednom misté (v nasem
prikladu neni uspora tak vyraznda, ale predstavme si situaci, kdy pra-
cujeme napf. s intervalem 0..65536). Na hranach se pak musi objevit
vyrazy, které specifikuji nejen kolik znacek chceme odebrat ¢i pridat
z/do ur¢itych mist, ale také o jaké znacky se mé jednat.

&

I\J%""N
O

RF
O

2:C+3'D
A+B C+D+E O 2'A+B +2'E
2:C+3'D

A+B C+D+E 2'A+B +2E (55

Obréazek 12.1: Individualizace (obarveni) znacek v Petriho siti

?

?

Dalsi podobny priklad je pak uveden na obrazku 12.2. Jedna se
o velmi jednoduchy model systému zmén ro¢nich obdobi. V§imnéme
si, Zze v jediném misté modelu bude vzdy je jen jedina tecka, ale ta bude
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navazani

obarvena podle prislusného ro¢niho obdobi. Pfechody obklopujici toto
misto pak mohou ro¢ni obdobi prislusnym zptsobem ménit.

Spring Summer

Spring

Autumn |

Winter |

Winter | [ Autumn

season .

Obréazek 12.2: Jednoduchy model systému zmén ro¢nich obdobi zalo-
zeny na CPN

A7 doposud jsme na hranach uvadéli pouze konstantni vyrazy sta-
ticky specifikujici kolik znacek a jakych barev chceme pfesunout z/do
jednotlivych mist. Tento pfistup je ale velmi ¢asto neprakticky. Velmi
¢asto chceme napt. vyjadrit, ze dany prechod se miize provést pro li-
bovolnou barvu ve vstupnim misté, pripadné, Ze se miize provést, po-
kud ve dvojici vstupnich mist jsou znacky libovolné, ale stejné barvy.
Jsou-li mnoziny barev konecné, miizeme toto samoziejmé modelovat
zavedenim samostatného prechodu pro kazdou barvu. Je-li ale kardi-
nalita mnoziny barev C', takovych prechodt bude zapotiebi pravé C,
coz muze byt znacny pocet. Budeme-li navic chtit napf. fici, ze mi-
Zeme pfesunout ze dvou vstupnich mist libovolnou kombinaci dvou
barev, budeme potiebovat jiz C? prechodii. Situace se podobd tomu,
kdy bychom v béznych programovacich jazycich mohli v podminkéch
pouze testovat proménné na ekvivalenci s konstantami. To neni piilis
elegantni, a proto je pfrirozené, ze v barvenych Petriho sitich umoznu-
jeme na hranach pouziti promeéennych. Tato situace je ilustrovana na
obrazku 12.3.

Pti provadéni prechodu barvené Petriho sité, na jehoz hranach se
vyskytuji proménné, se pak hledaji tzv. navdzani , tj. pritazeni barev
jednotlivym proménnym, pro které je prislusny prechod proveditelny
(tj. v pFislusnych vstupnich mistech je dostateény pocet znacek zvole-
nych barev). Vyskytuje-li se tatdZz proménna na vice hranach v okoli
stejného prechodu, musi byt pfi provadéni prechodu navéazana tato
proménna na vSech hranach na stejnou barvu.
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Obrazek 12.3: Zavedeni proménnych na hranach CPN

» Priklad 12.1

V siti na obrazku 12.3 je uvedeny pfechod proveditelny pro navazani
X = B,y = C. Je proveditelny také pro néjaké jiné navazani? O

Zavedeni konstant a proménnych na hranach barvenych Petriho siti
predstavuje zaklad inskripcniho jazyka, do jehoz vyrazu se presouva
¢ast modelu, jez by byl v P/T Petriho sitich kédovan vyhradné struk-
turou Petriho sité. Moznosti inskripéniho jazyka je pak mozné déle
zvysSovat zavedenim vyrazu nad promennymi, zavedenim typovani jed-
notlivgch mist (tj. pfifazenim mnozin barev mistim s tim, Ze se v nich
pak mohou vyskytovat pouze znacky piislusnych barev) a prifazenim
tzv. strazi k prechodim (tj. Booleovskych podminek nad proménnymi
vyskytujicimi se na hranach prechodu, jez omezuji proveditelnost pie-
chodu pouze na ta navazani, pro kterd se straz vyhodnoti jako true).

Ukazka pouziti typovani mist a také jednoduchého vyrazu kon-
struujiciho dvojice z jednotlivych barev je v levé ¢asti obrazku 12.4.
V pravé ¢asti tohoto obrazku je uvedena P /T Petriho sit odpovidajici
barvené siti z levé casti obrazku. Na obrazku 12.5 je pak uveden jiny
jednoduchy priklad pouziti hranovych vyrazi — zménu roc¢niho ob-
dobi z obrazku 12.2 nyni modelujeme pomoci funkce suc (successor,
naslednik) definované v pravé ¢asti obrazku.

12.2.2 Barvené Petriho sité v nastroji DesignCPN

Pokusime se nyni déale zptesnit koncept barvenych Petriho siti, s nimz
jsme se doposud seznamili. Zistaneme stale jesté na neformalni urovni,
ale priblizime se jiz blize syntaxi a sémantice CPN tak, jak jsou po-
uzivany v nastrojich DesignCPN a CPNtools. Pouzijeme pfitom fadu
ptikladu prevzatych z [32].

x+y
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MOC

\

L

B T —p D Q bc
TYPEOF(A)={ 2, b} ¥t
TYPEOF(B)={c, d} c O ad
TYPEOF(C) ={a,b }x{c,d}
=@ GO, 0o, 0.0) q O Q bd

colour sets
Obrazek 12.4: Zavedeni typt mist a vyrazi na hranach
suc( Spring )=Summer

X suc( Summer )=Autumn
suc(Autumn )=Winter
SUC(X) suc(Winter )=Spring

Obrazek 12.5: Pouziti funkce v hranovém vyrazu

Uvazujme piiklad popisu systému pridélovani prostredki (zdroji).
Systém je tvoren:

e dvémi typy procesi — procesy typu p, resp. q,
e tfemi typy zdroji — zdroje typu R, S, T,

e stavy procesi — Bp, Cp, ..., Ep, Aq, Bq, ..., Eq,
e pocatecnim stavem.

Vlastni ¢innost systému lze popsat P/T Petriho siti tak, jak je ukdzano
na obrazku 12.6. Vidime, ze zatimco vypocet procesi typu p prochéazi
cyklicky ¢tyimi fazemi modelovanymi misty Bp az Ep, procesy typu q
prochazi cyklicky péti fazemi modelovanymi misty Aq az Eq. Zmény
stavu jsou modelovany prechody T2p az T5p a T1q az T5q, jejichz
proveditelnost je vazana na dostupnost urcitého poctu jednotek zdroji
typu R, S ¢i T.

V CPN mitizeme ,sloucit* popis chovani zna¢né podobnych procesi
p a q. Budeme registrovat, ktery prichod ,aloka¢nim cyklem“ dany
proces provadi. Model ve tvaru CPN, jez je zachycen na obrazku 12.7,
zahrnuje dvé slozky:

1. grafickou ¢ast — graf Petriho sité a

2. popisy — inskripci.
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g-processes

p-processes

Obrazek 12.6: P/T Petriho sift modelujici jednoduchy systém sdileni
prostredki [32]

Inskripce , vyjadiena inskripénim jazykem nastroje DesignCPN,
jez je zalozen na SML, obsahuje nésledujici elementy vyznacené na
obrazku 12.7 cerveneé:

e deklaraci mnozin barev (colour sets), tj. datovych typt, dekla-
raci typu jednotlivych proménnych hranovych vyrazi a pripadné
deklaraci funkci pouzitych v hranovych vyrazech ¢i ve strazich
prechodu (pouzito az v dalsich piikladech),

e specifikaci mnozin barev mist,
e popis hran (hranové vyrazy),
e strazni podminky pfechodt,

e pocatecni znaceni,

e (jména mist a pfechodi).

inskripce
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Pocatecni znaceni

color U = withp | g;
color | = int;
color P = product U * [;

color E = with ; if x=q
varx:U; [x=q] then 1°(q,i+1)
vari:l; else empty

Deklarace / (2)2'(p,0)

if x=p
then 1°(p,i+1)
else empty

Jméno mista

if x=qthen 1'e
else empty

Pocatecni znaceni

Aktualni znaceni s
2'e

e

Hranovy vyraz Iq

=2'e
=> 1‘6

S

Obrazek 12.7: CPN modelujici jednoduchy systém sdileni prostiredki
z obrazku 12.6 [32]

hranovy vyraz Kazdy hranovy vyraz v CPN se vyhodnoti na multimnozZinu znacek
(tj. soubor znacek, ve kterém se jednotlivé znacky mohou na rozdil od
mnoziny opakovat):

e konstruktor multimnoziny na hrané (nebo také v pocatecnim
znaceni) je vyraz ni‘cy + ng‘co + ..My,

® nq,MNo, ..., N, jsou konstanty, proménné nebo funkce, které se vy-
hodnoti na prirozena cisla udavajici pocet znacek,

® (1,Co, ..., Cp jsOu konstanty, proménné nebo funkce, které se vy-
hodnoti na barvy znacek.
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» Priklad 12.2
Vysvétleme si nasledujici hranové vyrazy:

e Hranovy vyraz if x=C then 3‘D else 4‘E+5°F se vyhodnoti
na multimnozinu obsahujici t¥i znacky s barvou D, je-li pro-
ménna x navazana na barvu C| jinak se vyhodnoti jako multi-
mnozina obsahujici ¢tyfi znacky s barvou E a pét znacek s bar-
vou [

e Hranovy vyraz 2°¢ (x+y)+3¢1 se vyhodnoti na multimnozinu ob-
sahujici dvé znacky s hodnotou x + y (operator + musi byt sa-
moziejmé definovan nad mnozinou barev deklarovanou pro z a
y — muze se jednat napf. o prirozena cisla o urcitém rozsahu,
kde + se vyhodnocuje jako s¢itdni modulo rozsah dané mnoziny
barev) a tii znacky s barvou 1.

O

Na obrazku 12.7 jsou jednotlivé typy procest rozliseny barvou p
nebo ¢ z mnoziny barev U = {p, ¢}. Navic jsou jednotlivé procesy
o¢islovany pomoci barvy I = Int (podmnozina celych ¢isel s aritme-
tikou modulo rozsah této podmnoziny). Konkrétni procesy jsou pak
tedy representovany barvami ve tvaru dvojice sestavajici z p nebo ¢ a
Cisla procesu, tj. patfi do mnoziny barev P = U x [ (na obréazku je
pouzita syntaxe kartézského soucinu dle DesignCPN). Mnozina barev
E je zvlastni tim, ze obsahuje jedinou barvu e, ktera se pak v modelu
pouziva v roli ,Cerné tecky“ znamé z P/T Petriho siti.

Na hranach v obrazku 12.7 si vSimnéme pouziti podminéného vy-
razu if ...then ... else ... Ten se vzdy vyhodnoti jako multimno-
Zina, kterd ovSem mize byt i prazdna (klicové slovo empty). Ode-
brani/ptidani prazdné multimnoziny odpovida neexistenci hrany v P/T
Petriho siti az na to, ze zde se uziti prazdné mnoziny urc¢i dynamicky;,
dle zvoleného navazani.

Po zavedeni jiného systému barev a hranovych vyrazti mizeme nas
systém sdileni zdroji modelovat v CPN jesté tispornéji nez na obrazku
12.7 — napt. tak, jak je ukdzano na obrazku 12.8.

A konecné po zavedeni jesté jiného systému barev a hranovych
vyrazil muzeme nas systém sdileni zdroji modelovat také tak, jak
ukazuje obrazek 12.9. Tento priklad demonstruje skutec¢nost, ze pri
pouziti CPN mame volbu, které rysy systému popsat Petriho siti a
ktere vypoctem v pouZitem inskripcnim jazyce. Je na uzivateli, aby
mezi témito dvémi vyrazovymi prostredky nalezl vhodnou rovnovahu:
presune-li se prevazna ¢ast modelu do inskripci, miize model ztratit
prehlednost a pouziti CPN pro zapis takového modelu pak vlastné
ztraci smysl.

xX+y
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DEF

color U =withp | q; 3'(q.0) if x=q i
color | = int; then 1°(q,i+1)
color P = product U * |;
color V=withrlslt;
varx: U;
vari:l;
then 1°(p,i+1)
case X of else empty
p=>2's ;
lq=>1's o)
if x=p then 1t i)
else empty G
Tr+3s+21 @ if x=q then 1°r
Vi else empty (x.i)
()
(x,i)
case x of
p=>2s+2t /
lq=>2s+1"t (x)

Obrazek 12.8: CPN modelujici ispornéjsim zptsobem nez sit z ob-
razku 12.7 jednoduchy systém sdileni prostiedki popsany ptvodné
P/T Petriho siti na obrazku 12.6 [32]

12.3 Formalni definice syntaxe CPN

Zasadni roli pro definici sémantiky CPN hraji multimnoziny. Za¢neme
proto formalni definici konceptu multimnoZiny a operaci nad ni.

m Definice 12.1 MultimnoZina.

MultimnoZina m nad mnoZinou S je funkce m : S — N, kde m(s) znaci
pocet vyskytld prvku s v multimnoziné m. Multimnozinu m obvykle
reprezentujeme formalni sumou:

Zm(s)‘s.

ses
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color U =withp | q;
colorS=withalblcldle;
color | = int;
color P = product U *S * |;
colorR=withrlslt;
fun Succ(y) = casey of a=>b | b=>c| c=>d | d=>e | e=>g;
fun Next(x,y,i) = (x, if (x,y) = (p,e) then b else Succ(y), if y=e then i+1 else i);
fun Reserve(x,y) = case (x,y) of (p,b)=>2's | (p,c)=>1"t | (p,d)=>1"t
I (q,@)=>1"r+1's | (q,b)=>1"s | (g,d)=>1"t | _=>empty;
fun Release(x,y) = case (x,y) of (p,e)=>2's+2't | (q,c)=>1"r | (q,e)=>2"s+1't | _=>empty;
varx: U;
vary:S;
vari:|;

Move to
Next State

Release(x,y) Next(x,y,i)

Obrazek 12.9: CPN modelujici jednoduchy systém sdileni prostiedki
popsany P/T Petriho siti na obrazku 12.6 — vétsina modelu je nyni
presunuta z Petriho sité do inskripci [32]

Symbolem S),g znacime mnoZinu vsech multimnozin nad S. Jestlize
m(s) # 0, pak fikdme, Ze s patii do m a piSeme s € m.
Pro multimnoziny jsou definovany nasledujici operace a predikaty:

e operace sjednoceni mi +my =y _o(mi(s) +ma(s))'s,

skaldrni multiplikace c.m =) g c.m(s)'s pro c € Z,

predikiaty =, #, <, > (napf. my < mg < Vs € S : my(s) <
ma(s)),

kardinalita |m| =Y sm(s) a

je-limy < my, pak také rozdil mo—my =Y _o(ma(s)—ma(s))‘s.

Pti definici CPN bude vychazet z dané konecné mnoZiny ¥ ko-
necnych mnozin barev (¥ je tedy mnozina typa znacek). Typ pro-
meénné v budeme znacit Type(v). Je-li V mnozina proménnych, pak
Type(V') = {Type(v) [ v € V}.

Typ vyrazu expr budeme znacit Type(expr). Mnozinu promeénnych
vyrazu expr budeme znacit Var(expr). Uzavienym vjrazem rozumime
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DEF

x+y

vyraz expr bez proménnych, tj. Var(expr) = (. Oznatme EXPR
mnozinu vSech vyrazi pripustnych ve zvoleném inskripénim jazyce.
Oznacme dale CEX PR C FX PR mnozinu vSech uzavienych vyrazt
pripustnych ve zvoleném inskripénim jazyce. Konecné oznacme B =
{true, false}.

m Definice 12.2 Nehierarchickd barvend Petriho sit.

Nehierarchickd barvend Petriho sit CPN je n-tice

kde:

- W

CPN = (%, P,T,A,N,C,G, E, I),

Y} je konecna mnozina konec¢nych, neprazdnych typt nazyvanych
mnozinami barev.

P je kone¢nd mnozina mist.
T je kone¢nd mnozina prechodi takova, ze PNT = ().

A je koneéna mnozina hran takova, ze ANP =ANT = (.

5. N je uzlovd funkce (node function) N: A — P xTUT x P.

C' je funkce barev (colour function) C': P — 3.

. G je funkce straznich podminek (guard function) G : T —

EX PR takova, ze:
Vit €T : Type(G(t)) = B A Type(Var(G(t))) C X.

E je funkce hranovych vgrazi (arc expression function) £ : A —
EX PR takova, ze:

Va € A: Type(E(a)) = C(p(a))ys A Type(Var(E(a))) C X,
pfi¢emz p(a) je misto v N(a).
I je inicializacni funkce I : P — CEX PR takova, ze:

Vp € P : Type(I(p)) = C(p)us-

» Priklad 12.3

Nasi prvni CPN verzi systému alokace sdilenych zdroji z obrazku 12.7
miizeme dle definice zapsat tak, jak je ukadzano na obrazku 12.10. O
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@

(i)
(i)
@iv)

{U,L P, E}.
{A,B,C,D,ER,S, T}.
{T1, T2. T3, 14, T5).

{AtoT1, T1toB, BtoT2, T2toC, CtoT3, T3toD, DtoT4, T4toE, EtoT5, T5toA,
T5toB, RtoT1, StoT1, StoT2, TtoT3, TtoT4, T3toR, T5toS, T5toT}.

(v) N(a)= (SOURCEDEST) if aisin the form SOURCEtoDEST.
if pe{A, B, C, D, E}

> = U
1

o co={ }

otherwise.
@D G = x=q ift=Tl
o - true  otherwise.
g e if ae {RtoT1, StoT1, TtoT4}
2e if a =T5t0S
case x of p=>2'e | g=>1"¢e if ae {StoT2, T5toT}
) if x=q then 1*e else empty if a=T3toR
E(a) =
o Bn if x=p then 1'e else empty if a=TtoT3
if x=q then 1°(q,i+1) else empty if a=T5t0A
if x=p then 1°(p,i+1) else empty if a =T5toB
. (xD) otherwise.

[ 3@Q0) ifp=A

2'(p0) ifp=B
ix I - e ifp=R
™ ® 3 3e ifp=S
Ze ifp=T

L'\ 2 otherwise.

Obrazek 12.10: Mnozinovy zapis CPN z obrazku 12.7 [32]

12.4 Formalni definice sémantiky CPN

Zékladem pro definici sémantiky CPN je pojem navazani promén-
nych. Navazani prechodu pak mizeme definovat jako takové navazani
proménnych, které respektuje jejich typovani a které vede na splnéni
straze prechodu (pfipomenime si, Ze spravné typovani proménnych na
hranach vadéi typtim mist, z/do kterych hrany vedou, je jiz soucasti
syntaxe CPN). Formalné mtizeme tyto pojmy definovat takto.

m Definice 12.3 Navdzdni.

Navdzdni mnozZiny promenngch z mnoziny V' ptirazuje kazdému v € V'
prvek b(v) € Type(v).

Ozna¢me hodnotu ziskanou vyhodnocenim vyrazu expr pii nava-
zéni b jako expr(b). Necht Var(t) je mnozina vSech proménnych vysky-
tujicich se ve vyrazech na hranach prilehlych k prechodu ¢, respektive
ve strazi t.

Navdzdni prechodu t je funkce b definovana na Var(t) tak, ze:

1. Yo € Var(t) : b(v) € Type(v).
2. G(t)(b).

B(t) pak zna¢i mnozinu vSech navazani prechodu ¢. O

DEF
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DEF

DEF

DEF

Pii definici znaceni vychazime z pojmu element znaceni, coz je
dvojice sestavajici z mista a barvy — sémantika je zfejma: hovorime
o umisténi urcité znacky v urcitém misté. Pozdéji pii definici prova-
déni pfechodu pouzijeme elementy znaceni také v tom smyslu, ze do
urc¢itého mista se pridava, nebo z urcitého mista se odebira, urcita
znacka. Zavedeni multimnozin nad elementy znaceni nam umozni ele-
gantné pracovat s urcitym poctem znacek v urcitém misté.

m Definice 12.4 Znadcent.

Element znaceni (token element) je dvojice (p,c), kde p € P a ¢ €

C(p). Mnozinu vSech elementt znaceni znacime T'E. Znacent je pak

multimnozina nad T'E. Mnozinu vSech znaceni znac¢ime M.
Pocatecni znaceni M, je definovano vyhodnocenim inicializa¢ni

funkce: V(p,c) € TE : My((p,c)) = (L(p))(c). O

Pro definici provadéni prechodt je klicovy pojem elementu nava-
zéni, coz je dvojice prechod a jeho navazani. Zavedeni elementu na-
vazani nam umozni definovat sémantiku se skutecnym paralelismem
(true concurrency — odpovida multiprocesingu v terminech bézné zné-
mych z operacnich systémi), kdy se skuteéné soucasné (nikoliv pro-
kladané — jako v multitaskingu) provadi obecné vice ptechodi pro
vice navazani (nebo téz vicekrat tentyz prechod pro totéZ navazani).
Takovou multimnozinu elementii navazani nazyvame krokem CPN.

m Definice 12.5 Krok.

FElement navdzdni (binding element) je dvojice (¢,b), kde t € T a
b € B(t). Mnozinu v8ech elementti navazani znac¢ime BE.

Krokem pak rozumime neprazdnou a kone¢nou multimnozinu nad
BE. Mnozinu vSech krokt znac¢ime Y. O

Nyni jiz mizeme zavrsit nasi definici sémantiky CPN zavedenim
toho, kdy je krok proveditelny v urcitém znaceni a k jaké zmeéné
znaceni dojde pfi jeho provedeni. (Pfipomenme si, ze pozadavek na
spravné typovani a splnénost straze je zahrnut jiz do pojmu navazani
ptrechodu.)

m Definice 12.6 Proveditelnost kroku.

KrokY €Y je proveditelny (enabled) ve znaceni M € M, jestlize plati
nasledujici:
e P: Y Blp.0b) < M)

(t,b)ey
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Je-1i Y proveditelny, pak:

e Rikame, 7e kazdy (t,b) € Y je proveditelny, a také, Ze t je pro-
veditelny (pro navdzani b).

e Pro (tl, bl), (tQ, b2) € Y, (tl, bl) % (tQ, b2), fikéme, ze (tl, bl), (tz, b2)

jsou soucasné proveditelné (concurrently enabled).

o Je-li Y((t,b)) > 2, fikdme, ze (t,b) je soucasné proveditelny sam
se sebou.

e Podobné je-li |Y(t)| > 2, fikdme, Ze t je soucasné proveditelny
sdm se sebou.

m Definice 12.7 Provedeni kroku. DEF

Je-li Y € Y proveditelny v M; € M, miize byt proveden a zmeénit tak
znaceni na My € M takové, ze:

Vp € P: My(p) = (Mi(p) — > E(p,t)(b)) + Y E(t,p)(b)).

(t,b)eY (t,b)eY
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ﬂ Pojmy k zapamatovani

e inskripce, mnozina barev, popis hran, strazni podminky pfre-
chodt

e navazani promeénnych

Shrnuti
Z Tato kapitola si kladla za cil definovat Barvené Petriho sité. Model
ve tvaru CPN zahrnuje graf Petriho sité a inskripci. Inskripce, vyja-
dfend inskripénim jazykem, obsahuje deklaraci mnozin barev, speci-
fikaci mnozin barev mist, popis hran, strazni podminky prechodi a
pocatecni znaceni. Zakladem pro definici sémantiky CPN je pojem
navazani proménnych.
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Piiklady k procvic¢eni @

1. Zkonstruujte barvenou Petriho sit modelujici dva procesy pro- o
chézejici sdilenou kritickou sekci chranénou semaforem. Sema-
for odpovida nezapornému celoc¢iselnému ¢itaci, jehoz hodnotu
mohou ovlivnit dvé operace: P a V. Operace V zvysSuje hodnotu
semaforu, kdezto operace P ji (pokud je to mozné) snizuje. Dale
ukazte, ze tentyz systém je mozné bez problému popsat i P/T
Petriho siti. Kterému z obou formalismt bychom v takovéto
situaci méli dat prednost a proc?

2. Uvazte systém péti ¢inskych filozofti sedicich kolem kulatého
stolu. Uprostied stolu je miska s ryzi (dish of rice) a mezi kaz-
dymi dvémi filozofy je jedna hiilka (chopstick). Kazdy filozof
budto pfemysli, a nebo ji. Aby filozof mohl jist, potfebuje dvé
hilky, pfi¢emz miize pouzit pouze nejblizsi dvé (po své levé a
pravé ruce). Chce-li filozof ziskat hilky, nejprve uchopi levou
hilku a pak pravou. Po jidle filozof odklada hilky v opacném
poradi.

Popiste tento systém pomoci barvené Petriho sité, ktera obsa-
huje dva datové typy (color sets) PH = {phy,phs,...,phs} a
CS = {cs1,¢89,...,cs5}, které reprezentuji filozofy a hilky.

csl cs2
N\~
e
of

I
CSS/ ‘\\[;iCQ ! \CS3

@ | @

cs4
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Kapitola 13

Strukturovani barvenych
Petriho siti

Cas potiebny ke studiu: 5 hodin

Cile kapitoly

Tato kapitola predstavi ctenaftm zejména zaklady moznosti hie-
rarchického strukturovani modelt zalozenych na barvenych Petriho
sitich (podobné principy je ale samozfejmé mozné uzit i u klasickych
P/T Petriho siti). Na zavér se velmi stru¢né zminime i o strukturo-
vani objektové orientovaném. Podobné jako u béznych programova-
cich jazyku je strukturovani Petriho siti nezbytné pii praci s vétsimi
systémy.

Privodce studiem

Tato kapitola navazuje na predchozi kapitoly popisujici koncepty
P /T Petriho siti a CPN, jejichz zvladnuti se v dalsim textu predpo-
klada.

221




222 KAPITOLA 13. STRUKTUROVANI BARVENYCH PETRIHO SITI

Obsah
13.1 Hierarchické strukturovani CPN ... ... 223
13.1.1 Substituce pfechodda . . . ... . ... ... 223
13.1.2 Substituce mist . . . . . .. ... ... ... 224
13.1.3 Invokace pfechodtd . . . ... ... .. ... 224
13.14 Fazemist . . . .. ... ... .. ... ... 225

13.2 Objektové orientované Petriho sité . . . . . 228




13.1. HIERARCHICKE STRUKTUROVANI CPN 223

13.1 Hierarchické strukturovani CPN

Modelovani a navrh rozsahlych systémil jsou samoziejmé nemyslitelné
na trovni jednoho, ,,plochého“ modelu. V CPN se zavadi ¢tyti klasické
principy hierarchického strukturovéani modelu [33, 32]:

e substituce prechodu,
e substituce mist,

e invokace prechodi a
o fize mist.

Tyto principy nejsou pfitom omezené pouze na doménu CPN a daji se
uzit napt. i v kontextu P/T Petriho siti. Na druhou stranu se kromé
téchto ¢tyrech konceptl pouzivaji i jiné principy strukturovani — napft.
algebraické strukturovani pomoci riznych operatori typu sekvencéni
a paralelni kompozice (viz napf. [34]), ¢i vice dynamické objektové
orientované strukturovani, kterého si velmi struc¢né vSimneme v sekci
13.2.

V nasledujicim textu si popiseme prislusné strukturni mechanismy
pouze neformalné. Jejich formalni definice jde nad ramec tohoto textu
a je ji mozné nalézt napt. v [33, 32].

13.1.1 Substituce prechodu

Substituce prechodtl je staticky mechanismus, pfi kterém je substitu-
ovany piechod nahrazen prislusnou podsiti podobné jako je tomu pri
rozvoji maker v béznych programovacich jazycich. Chceme-li tento me-
chanismus aplikovat na uréity prechod (jako je tomu napi. na obrazku
13.1), postupujeme nésledovné:

1. Oznacime prechod, za ktery chceme substituovat, jako substitu-
ovany prechod (na nasem obrazku je uzito oznaceni HS).

2. U substituovaného prechodu uvedeme, kterd podsit bude za néj
substituovdna (na nasem obrazku je to sit Net2). Je ziejmé, Ze
pro pouziti tohoto mechanismu musime byt tedy schopni jednot-
livé sité (v terminologii nastroje DesignCPN se nemluvi o sitich,
ale o tzv. strdnkdch) symbolicky pojmenovat.

3. U podsité oznac¢ime jeji vstupni a vystupni mista (tzv. porty).

4. U substituovaného prechodu uvedeme, jak se maji propojit jeho
vstupni a vystupni mista se vstupnimi a vystupnimi misty (porty)
prislusné podsite.
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5. Musime oznacit jednu sit jako hlavni, tj. tu v niz se mechanismus
substituovani zahaji.

Sit, ve které je uzito substituce ptfechodii je mozno samoziejmé
rozvinout do ploché, nestrukturované sité — cyklicka substituce je za-
kazana. Na obrazku 13.1 mame v pravé ¢asti uveden priklad takového
rozvoje.

A->P1, B->P2, C->P3
D->P4, E->P5

Obrazek 13.1: Substituce prechodi

13.1.2 Substituce mist

Substituce mist je mechanismus velmi podobny substituci prechodi,
proto ho jiz zde nebudeme dale rozebirat. Ctenéii ale doporucujeme
zamyslet se z cvicnych divodi nad prikladem substituce mista a jejiho
rozvoje, ktery je uveden na obrazku 13.2.

13.1.3 Invokace prechodi

Invokace pfechodt je ze syntaktického hlediska velmi podobné sub-
stituci prechodt — viz obrazek 13.3. Sémanticky se ale jedna o néco
naprosto odlisného. Zatimco substituce prechodtl je statickd a jako
jeji paralelu jsme si uvadéli rozvoj maker (které fesi preklada¢ pii
prekladu), invokace prechodt je zélezitost dynamickd, podobna volani
procedur ¢i funkei v béznych programovacich jazycich. Invokaci pre-
chodti nelze tedy (snadno) syntakticky odstranit a je zapotiebi s ni
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Net2
T,UV->T1, W->T2
X,Y->T3

HS

Obrézek 13.2: Substituce mist

pocitat pti provadéni piislugné sité': P¥i provedeni piislusného pie-
chodu se odebere jeho vstupni znaceni, vytvori se instance invokované
sité a do ni se umisti jeji vstupni znaceni. Tato instance pak bézi para-
lelné se vSsemi doposud vytvofenymi instancemi az do okamziku, kdy
se objevi znaceni v jejich vystupnich mistech. Znaceni z vystupnich
mist instance sité invokované prechodem je pak predano siti, ktera
tento ptrechod vyvolala. Invokace prechodii samoziejmé umoznuje i
rekurzivni provazani jednotlivych siti.

Mechanismus invokace bohuzel neni v béznych nastrojich pro praci
s CPN (jako jsou DesignCPN ¢ CPNtools) implementovan. Stal ale
zékladem navrhu objektové orientovanych Petriho siti, které zminime
v sekci 13.2.

13.1.4 Faze mist

Faze mist je velmi prakticky mechanismus, ktery umoznuje vytvaret
mnoziny mist, které z hlediska sémantiky vytvoreného modelu budou
slouceny do mista jednoho. Tento mechanismus je ilustrovan na ob-
razku 13.4 — faze se zajisti tak, Ze se mista, kterd se maji sloudit,
oznadi jako fuzni mista se stejnym jménem cilového (tj. slou¢eného)
mista. Pomoci fliize mist je mozné vyhnout se vytvareni dlouhych a
kiizicich se hran vedoucich z jedno okraje sité do druhého.

nvokaci 1ze odstranit odlisenim vsech znadek v dané siti jejich rozsifenim na
dvojici obsahujici ¢islo instance, které se bude automaticky generovat p¥i novém
vyvolani pfislusného prechodu.
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a fresh instance
of Net2 Net2

A->P1, B->P2, C->P3
D->P4, E->P5

Obrazek 13.3: Invokace prechodt

Al

Fus A

Obrazek 13.4: Fze mist

Pti kombinaci fize mist se substituci pfechodii ¢i mist (pfipadné
s invokaci pfechodil) je mozné zavést ruzné typy fuze:

e lokalni v rdmci jedné instance sité,
e napfi¢ vSemi instancemi dané sité a
e napric¢ vSemi instancemi vSech siti.

V pripadé nelokalni faze je samoziejmé role flize mist vyraznéjsi nezli
jen zabranéni kiiZzeni mist — umozni propojit instance mist, které
vzniknou az pii rozvoji hierarchicky strukturované sité do sité ,plo-
ché*. (U faze kombinované s invokaci se jedné o jesté mocnéjsi mecha-
nismus, ktery vytvari obdobu globéalnich proménnych znamych z béz-
nych programovacich jazyki.)
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= Priklad 13.1

Kombinace fize mist se substituci prechodt je ilustrovana na obréaz-
cich 13.5 az 13.8. Aniz bychom zde zabihali do detailti modelovaného
systému, miizeme uvést, ze se jedna o model komunikace v kruhové
pocitacové siti.

Hlavni sif modelu je uvedena na obrézku 13.5. Do ni se substitu-
uji sité odpovidajici jednotlivym stanicim v siti, jez jsou na nejvyssi
urovni modelu reprezentovany substitu¢nimi prechody Sitel az Site2
(mista mezi témito prechody modeluji komunika¢ni médium). Podsit,
jejiz instance se substituuji za zminéné prechody, je uvedena na ob-
razku 13.6. Navic predpokladame, Ze mezi misty RecInt a RecExt je
definovana fize v rdmci instance sité (vyhybame se nepfehlednému
kiizeni hran) a Ze u mista SentExt je definovana globalni fize. Glo-
balni flze zptsobi, ze vSechny ¢tyri vznikajici instance sité modelujici
komunikacni stanici budou propojeny v misté SentExt.

Network#10  meemmey

PACK

 Site#11

Site2_|[HS]{ Site#11
i 1t02->Outgoing

i 2103->Outgoing
to2->Incoming

i1
—.

pack C4to1 ) 2103 pack

{Site#11 i[HS]| Site4 Site#11
4t01->Outgoing | 3to4->Outgoing
{3tod->Incoming | 2to3->Incoming

Obréazek 13.5: Hlavni sit CPN modelu kruhové pocitacové sité [32]

Rozvinutim substitu¢nich prechodi ziskdme CPN uvedenou na ob-
razku 13.7. Po provedeni fize mist pak ziskdme sif z obrazku 13.8.

O

xX+y
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Site#11

PACK %

{se=S(inst()), re=r, no=n}

if #re p <> S(inst())
then 1°p
else empty

if #re p = S(inst())
RACI then 1'p
else empty

, if #re p <> S(inst())
, then1'p
else empty

val NoOfSites = 4;

color INT = int;

color SITES = index S with 1..NoOfSites;
color PACK = record se:SITES * re:SITES * no:INT;
varr: SITES;
var p : PACK;
varn: INT;

if #re p <> S(inst())
then 1°p
else empty

Receive

if #re p = S(inst())

PACK then 1'p
else empty

Obréazek 13.6: CPN model jedné stanice v kruhové pocitacové sité —
jedna se o podsit substituovanou do sité z obrazku 13.5 [32]

13.2 Objektové orientované Petriho sité

Existuji rizné koncepty (napf. [36, 37, 38]) zavedeni objektové orien-
tace do Petriho siti, které v zasadé stavi na mechanismech podobnych
invokaci pfechodi. Cilem je kombinace synchroniza¢nich mechanismit
nabizenych Petriho sitémi a moderniho objektove orientovaného struk-
turovani s dédi¢nosti, polymorfismem apod.

Jako ptiklad objektové orientovanych Petriho siti (OOPN) mizeme
uvést sité spojené s nastrojem PNtalk vyvinutym na FIT VUT (viz
www.fit.vutbr.cz/~janousek/pntalk/). PNtalk pracuje s:

o tridami s dédicnosti,

o objektovymi sitemi — v kazdé tridé popisuji strukturu stavu jejich
instanci a jejich pripadné aktivni chovani,
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&
o>
=1 Rewpack?
Site1 Site2
‘ ¥
PackNo 2

CFosBa T4 Tocover | [Fecaves | FoeBxa>

C_4tol D 3104 D
PackNo 4 PackNo
'
Sited site3 |
NewPack 4 NewPack 3 »
T D
S D
< Packaged v

Obréazek 13.7: CPN model, jez vznikne substituci podsité z obrazku
13.6 do hlavni sité z obrazku 13.6 [32]

metodami —mohou byt vyvolany k asynchronni komunikaci s ob-
jekty,

synchronnimi porty — zvlastni forma prechodi aktivovana vola-
nim a umoznujici synchronni komunikaci s objekty,

dynamicky vytvarenymi objekty jako instancemi tiid a s bézicimi
instancemi metod,

pozdni vazbou a polymorfismem.

V objektové orientovanych Petriho sitich spojenych s nastrojem
PNtalk jsou vgpocty umistény do strdzi a akci prechodu (na rozdil od
diive popsaného konceptu CPN) a pouziva se inskripcni jazyk inspi-
rovany Smalltalkem (na rozdil od SML). Pfiklad dvou tfid PNtalku
v modelu systému s ¢itaci (jedna se o v zasadé umély model manifes-
tujici na malé plose vétsinu rysu systému PNtalk) je vidét na obrazku
13.9.



230

KAPITOLA 13. STRUKTUROVANI BARVENYCH PETRIHO SITI

Packagel Package?

NewPack 1 NewPack 2

& ;
Site1 Site2
PackNo 1 PackNo 2
RecExt/Int 1 - RecExt/Int 3
CFae >

. Site4 Site3 ‘

NewPack 4 Pack 3

i _Packaged Package3

Obrazek 13.8: CPN model, jenz vznikne fzi mist v siti z obrazku 13.7
[32]

Na zavér poznamenejme, ze nékteré objektové orientované Petriho
sité, napt. ty spojené s nastrojem PNtalk, nejsou urceny jen k mode-
lovani a analyze systémt. Jednim z jejich predpokladanych vyuziti je
navrh systému zaloZeny na modelech (tzv. model-based design). Pred-
poklada se tedy, ze vytvorena OOPN se pouzije pfimo jako implemen-
tace navrhovaného systému. Za tim tcelem je také PNtalk navrhovan
tak, ze umoznuje lehkou kombinaci s rozsdhlymi ¢astmi kédu napsa-
nymi pfimo ve Smalltalku (¢ jinych vhodnych jazycich a formalismech
— napt. DEVS). Timto zptisobem je mozné sité v PNtalku mj. také
propojit s riznymi hardwarovymi zafizenimi, jez by mohly byt pomoci
vytvorenych siti fizeny (jednou z predpokladanych aplika¢nich oblasti
jsou vestavéné a fidici systémy).
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the message patte{rﬁlgar;aerggézz selector a synchronous port
aclass ,---the name of the class 7/ aparameter place /

P the superclass of the class —C2is aPN L " '
rClis aPN !

reset: x

--1--an object net

/| . \
/ . \ ’

a method net--"
the return place

Obréazek 13.9: Dvé tridy objektové orientovanych Petriho siti spoje-
nych s nastrojem PNtalk

Pojmy k zapamatovani ﬂ

e substituce mist, fiize mist

e substituce prechodi, invokace pfechodi

Shrnuti

V této kapitole jsme se soustiedili na zaklady moznosti hierarchic-
kého strukturovani modelti zalozenych na barvenych Petriho sitich.
To se sestava ze substituce prechodi, substituce mist, invokace pre-
chodu a flize mist. Pri kombinaci flize mist se substituci prechodt,
substituci mist nebo s invokaci prechodi je také mozné zavést rtizné

typy faze.
Piiklady k procvic¢eni @
1. Uvedte postup substituce mist a prechodi. O

2. V cem se ze sémantického hlediska lisi substituce prechod od
invokace prechodt?

3. Vyjmenujte typy flize mist.
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Kapitola 14
Zaver

Petriho sité patii k vyznamnym nastrojim pro modelovani paralel-
nich systému a systémii s diskrétnim casem. Tato publikace predsta-
vuje svym cCtenari pouze uvod do rozsahlé problematiky Petriho siti,
pri¢emz se soustfeduje na

e C/E (Condition-Event) Petriho sité, kde pocet znacek v jednom
misté nabyva hodnoty 0 nebo 1

e P/T (Place-Transition) Petriho sité, kde pocet znacek v jednom
misté nabyva celé nezaporné hodnoty

Zavérem c¢asti vénované P /T Petriho sitim jsou zminéna néktera dalsi
rozsifeni Petriho siti (¢asované, stochastické, apod.), ty vSak nejsou
predmeétem této publikace, proto nejsou studovana dikladnéji. Stejné
jako Barvené Petriho sité a jejich hiearchické strukturovani, ze kterych
je zde uveden jen zakladni tivod.

Primarnim tucelem této publikace je podporit vyuku teorie a apli-
kace Petriho siti. Petriho sité a jejich vlastnosti jsou zde definovany
formalné, tj. pomoci algebraickych struktur, tvrzeni, algoritmi, apod.
Tento formalni popis je doplnén rovnéz priklady ¢i ilustracemi, které
zvysuji srozumitelnost textu. Nékteré z doprovodnych pirikladi mo-
deluji v praxi ¢asto pouzivané konstrukce (napf. vzajemné vylouceni,
model ¢tenait a pisait) a tak slouzi ¢tenditim jako voditko pro apli-
kaci modeli vytvorenych pomoci Petriho siti v praxi.
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